I.

GIBANJE
(KINEMATIKA)

Gibanje telesa vedno opazujemo glede na dano oko-
lico, ki za nas obi¢ajno miruje. Na to ‘okolico v mislih
pritrdimo koordinantni sistem in obravnavamo gibanje
telesa v tem sistemu. Pravimo, da je gibanje relativno.
S tem Zelimo poudariti, da je gibanje odvisno od koor-
dinatnega sistema, v katerem ga opazujemo. Lahko
dobimo povsem drugaéno vrsto gibanja, Ce opazujemo
iz druga¢nega koordinatnega sistema. Kadarkoli nava-
jamo gibanje telesa, mora biti vedno jasno, na kateri
koordinatni sistem (to je na kakno okolico) se gibanje
nanasa. Obi¢ajno nas zanima gibanje teles glede na
zemeljsko povrsje. Zemljo torej jemljemo kot koordi-
natni sistem. To ve&inoma zadoséa. Ce pa je pomemb-
no tudi gibanje same Zemlje, npr. ko raunamo gibanje
medcelinskih raket ali vesoljskih plovil, moramo koor-
dinatni sistem pomakniti dlje v okolico, npr. do Sonca.

Gibanje telesa v prostoru je v sploSnem precej zaple-
teno. Telo se ne le premika po krivem tiru, ampak se
lahko tudi vrti, kotali in podobno, tako da se razlicni
deli telesa gibliejo z razli€nimi hitrostmi in pospeski.
Gibanje telesa je posebej zapleteno, ¢e telo ni togo in
se vsak njegov del giblje po svoje.

Za zadetek se omejimo na najenostavnej$o vrsto giba-
nja — translatorno gibanje, pri katerem ima vsaka
tocka telesa enako hitrost. Vsak del telesa se giblje
enako hitro in v enaki smeri. Telo se sicer lahko giblje
po krivem tiru, vendar tako, da ima vsaka tocka telesa
enako hitrost in enak pospesek. Ce se hitrost telesa
spreminja s ¢asom, se spreminja za vse dele telesa
enako, to je vsak del telesa ima enak pospesek. Tran-
slatorno se npr. giblje avto na ravni cesti (Ce izvza-
memo vrieéa se kolesa), nihalna kabina zi¢nice, nihalni
sedezi na velikem kolesu, ki se vrti okrog vodoravne osi
itd.

Ker se med translatornim gibanjem vsaka tocka telesa
giblje enako, je gibanje telesa dolo¢eno, ¢e vemo, kako
se giblje ena sama tocka telesa, npr. njegovo teZidée
(masno srediée). Torej zado$¢a, ce si predstavijamo
telo kot to¢ko, katere gibanje opazujemo (t. i. to¢kasto
telo).

Vektorski zapis gibanja

Gibanje totke v prostoru opazujemo v koordinatnem
sistemu, ki ga recimo sestavljajo tri med seboj pravo-
kotne koordinatne osi: 0os x, os y in os z (slika 1.1).
Smeri posameznih osi dolo¢ajo enotini vektorji e,, e, in
e,. Enotin vektor e, podaja smer osi x, vektor e, smer
osi y in e, smer osi z. Ce koordinatni sistem miruje ali
ée se giblje enakomerno, so enotini vektorji ey, ey, e,
konstantni, se ne spreminjajo s ¢asom.

Trenutno lego tocke P v prostoru obiéajno podamo s
krajevnim vektorjem r tocke, ki vodi od koordinatnega
izhodis¢a O do tocke:

r=xe, + ye, + ze, (1.1)

pri cemer so x, y in Z projekcije (komponente) krajev-
nega vektorja r na posamezne koordinatne osi. Odda-
lienost tocke P od koordinatnega izhodica je dana z
absolutno vrednostjo (velikostjo) vektorja r, ki jo izra-
¢unamo s Pitagorovim izrekom:

r=Il=Vx2+ 2+ 22




VEKTORSKI ZAPIS GIBANJA

Iz koordinatnega izhodiscéa O lahko pridemo do to¢ke
P na poljubno mnogo naginov, npr. direktno v smeri
krajevnega vektorja r (premaknemo se za r) ali posto-
poma: najprej se v smeri osi x premaknemo za x, nato v
smeri osi y za y in konéno 8e v smeri 0si z za z (vrstni
red je poljuben). Ce to¢ka P v prostoru miruje, so
komponente x, y in z njenega krajevnega vektorja kon-
stantne. Gibanje to¢ke pa pomeni, da se komponente
X, yin z (v sploSnem vse tri) spreminjajo s ¢asom, da je
krajevni vektor r to¢ke funkcija ¢asa:

r(t) = x(H)e, + y(tle, + z(t)e,

Gibanje to¢ke po tirnici zasledujemo tako, da v zapo-
rednih trenutkih slikamo lego to€ke in vsakokrat dolo-
¢imo njen krajevni vektor. Recimo, da je v trenutku t
krajevni vektor r(f). Kratek ¢asovni interval dt kasneje
se tocka P premakne do A (slika 1.2), pri ¢emer se njen
krajevni vektor spremeni od r(t) do r(t + di), to je za

dr = r(t + dt) — r(?)

Ce je dasovni interval dt dovolj kratek, ima sprememba
krajevnega vektorja r, to je dr, smer tangente na tirnico
gibanja toc¢ke in podaja premik tocke v tem ¢asovnem
intervalu.

Kvocient premika dr in ¢asovnega intervala dt, v kate-
rem se premik zgodi, je hitrost v tocke:

merska enota: m/s ali km/h (1.2)
v = dr/dt 1 km/h = 3,6 m/s

ali

dr = v dt
Kakor premik dr ima tudi hitrost v smer tangente na
tirnico gibanja.

Podobno kot vektor r lahko tudi vektor v razstavimo v
projekcije na posamezne koordinatne osi:

d
v=—r=— (xey + ye, + ze,) =
dat df( x T Y8y )
die +ﬂe +£e ali
dt ™ " dt T dt
vV =Ve + Ve + Ve, (1.3)

kjer so v,, v, in v, projekcije vektorja v na smeri posa-
meznih koordinatnih osi:

vy =dx/dt, v, =dy/dt v,=dz/dt (1.4)

Premik dr (to je za dr v smeri tangente na tirnico) je
sestavljen iz premika dx v smeri osi x, premika dy v
smeri osi y in premika dz v smeri osi z. Velja:

(dr? = (dx)? + (dy)? + (d2)? (slika1.3)
ali (¢e delimo enaébo z df):

(dridt)? = (dx/dt)? + (dy/dt)? + (dz/dt)?
oziroma

V=V¥+vV+V
v=V+ ¥+ V2 (1.5)

P tirnica
g~Ir A gibanja
T(t) L
T(t+dt)
yL
Slika 1.2

Slika 1.4

V(t+dt)

Slika 1.5
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kar lahko izpeljemo tudi neposredno iz enacbe (1.3), ce
poiséemo absolutno vrednost vektorja v.

Vektor v podaja smer in hitrost gibanja tocke; pove,
kako hitro in v kateri smeri (namre¢ v smeri tangente
na tirnico) se tocka giblje. Dolo¢imo ga tako, da izme-
rimo (npr. slikamo) premik (dr) to¢ke v kratkem ¢asov-
nem intervalu dif (npr. v desetinki sekunde) ter premik
delimo s ¢asovnim intervalom: v = dr/dt.

V splodnem se vektor v med gibanjem spreminja (giba-
nje je neenakomerno), spreminja se njegova smer ali
velikost. Ce se spreminja smer hitrosti, je gibanje krivo-
értno, ¢e se velikost hitrosti pove€uje oziroma zma-
njSuje, je gibanje pospeseno oziroma pojemajoce. Na
sliki (1.4) so oznaéeni vektorji hitrosti za tri razli¢ne
trenutke. Vidimo, da je to gibanje pospeseno (vektoriji
so v kasnejsih trenutkih daljsi) ter krivocrtno — usmer-
jeno navzdol.

Sprememba vektorja hitrosti (v) je v zvezi s pospeskom
(a). Pospesek je v zvezi s spremembo hitrosti. Ker se
spreminjata tako smer kot velikost hitrosti, je pospesek
vektor.

Recimo, da se tocka v trenutku t giblje s hitrostjo v(1).
Po kratkem ¢asovnem intervalu dt se hitrost spremeni
na v(f+dt). Da ugotovimo spremembo hitrosti (dv),
vektorja v(f) in v(t+dt) v mislih paralelno premaknemo
do skupnega izhodisca (slika 1.5). Vektor spremembe
hitrosti (dv) je vektor, ki vodi od konice vektorja
prvotne hitrosti v(f) do konice vektorja nove hitrosti
v(i+di):

dv = v(t+df) — v(t)

Vektor spremembe hitrosti (dv) delimo s ¢asovnim
intervalom dt in dobimo vektor pospeska:

a = dv/dt | merskaenota: m/s?

Pospesek je kvocient spremembe hitrosti in ¢asov-
nega intervala, v katerem se sprememba zgodi; je
merilo za spremembo hitrosti v ¢asovni enoti. Cim bolj
in v ¢im krajSem ¢&asovnem intervalu se hitrost spre-
meni, tem vecji je pospesek. Ker je pospesek vektor, ga
lahko sestavimo iz projekcij:

d d
—v =— (ne,+ ve, + v,e;) =
dtv dt ( yCy )

(dv,/dt)e, + (dv,/dt)e, + (dv,/di)e, =

(1.6)

a =

a=ae +ae, +ae, (1.7)

pri Cemer so a,, a, in a, projekcije pospeska a na smeri
posameznih koordinatnih osi:

a, =dvJ/dt, a,=dvy/df, a, =dv/dt (1.8)
Velikost pospeska je dana z enacbo:
a=|a|=Va+ &+ a (1.9)

Smer pospeska kaze smer spremembe hitrosti (gl. sliko
1.5). Ce je a usmerjen navzdol, kaZe tja tudi vektor
spremembe hitrosti (dv), kar pomeni, da se vektoriji
hitrosti usmerjajo navzdol, tirnica gibanja se zakrivija
navzdol (kot na sliki 1.4). Na sliki (1.6) so narisani

vektorji pospeska v razli¢nih trenutkih. Zaradi pospe-
Ska a4 se tirnica zakrivlja navzdol in obenem se hitrost
povecuje (ker je pospesek nagnjen v smer gibanja).
Zaradi pospeska a, pa se tirnica zakrivlja navzgor in
hitrost zmanjSuje (ker je pospeSek nagnjen nazaj).
Kako mora biti usmerjen pospesek, da se tirnica za-
krivlja navzgor in obenem hitrost povecuje?

Da ugotovimo, koliko se spreminja smer hitrosti in
koliko njena velikost, razstavimo pospesSek na projek-
cijo a; v smeri hitrosti v (to je v smeri tangente na
tirnico) ter na projekcijo a,, ki je pravokotna na smer
hitrosti v (slika 1.7). Prva projekcija (a;) se imenuje
tangentni pospesek, druga (a,) pa radialni pospesek.

a=a +a,

(1.10)

a=Val+ a

Tangentni pospesek a; je tisti del celotnega pospeska
a, zaradi katerega se spreminja velikost hitrosti (telo se
pospesuje oziroma zavira), medtem ko se smer gibanja
ne spreminja. Na drugi strani pa se zaradi radialnega
pospeska a, spreminja smer gibanja (tirnica se zakri-
vlja). Na ravnem delu tirnice ni radialnega pospeska:

a=0ina=a,

drugace pa je radialni pospe3ek a, vedno usmerjen na
notranjo stran zakrivljene tirnice. Gibanje po tirnici je
pospeseno (hitrost narasca s ¢asom), ce ima tangentni
pospesek a, smer hitrosti v, ¢e je torej celoten pospe-
Sek a nagnjen v smer gibanja. Pri nasprotni smeri
tangentnega pospeska pa je gibanje pojemajoce.

S pospeskom izrazimo spremembo hitrosti. Pri pospe-
Sku a se hitrost v spremeni v kratkem ¢asovnem inter-
valu dt za dv = a dt. Celotna sprememba hitrosti (Av)
od zadetnega trenutka t = 0, ko je hitrost vy, do konéne
hitrosti v v trenutku t, je vsota (oziroma integral) dife-
rencialno majhnih sprememb dv, ki se pripete v vmes-
nih ¢asovnih intervalih dt, to je:

Av=fdv=fadt=v—v0 “ali
0

t
v=v + [adt (1.11)

0
Hitrost vg je t.i. za¢etna hitrost, to je hitrost v zacet-
nem trenutku t = 0, ko zacnemo opazovati ucinek
pospeska, oziroma ko se hitrost za¢ne spreminjati. Ker
poznamo pospeSek a (kako se spreminja s casom),
lahko iz zgornje enacbe izra¢unamo vektor hitrosti v za
poljuben trenutek t.

Brz ko poznamo vektor hitrosti v za celotno gibanje (to
je kot funkcijo ¢asa), lahko dolo¢imo tudi lego tocke
(njen krajevni vektor r) za poljuben trenutek {. Enacba
(1.2) podaja spremembo krajevnega vektorja dr v
¢asovnem intervalu dt: dr = v dt. Celotna sprememba
vektorja r je vsota (integral) posameznih diferencialnih
sprememb dr:

t
Ar = _[dr =r(f)~ry = J'v dt ali
0

r(t) = rp + fv dt (1.12)
0



PREMO GIBANJE

Vektor r, dolo¢a zagetno lego tocke, to je lego tocke v
zacetnem trenutku t = 0. :

Najenostavnejsa vrsta gibanja je enakomerno gibanje,
to je gibanje brez pospeska: a = 0, vektor hitrosti v se
ne spreminja s ¢asom, ves ¢as je enak zadetni hitrosti
Vo

a = 0, v = vo enakomerno gibanje

1z enaébe (1.12) sledi za ta primer, da se krajevni vektor
r spreminja s ¢asom linearno:

r=ry+ Vol

Tirnica gibanja je premica, ki jo doloca zacetna hitrost
v,. Tocka se giblje po tej premici s stalno hitrostjo.

Ce pospedek a ves Cas od zaletka gibanja deluje v
smeri zacetne hitrosti v, je tudi hitrost v v poljubnem
trenutku v tej smeri (glej enacbo 1.11), kar pomeni, da
se tocka ves ¢as giblje po premici. Taksno gibanje je
premo; spreminja se le velikost hitrosti, njena smer pa
ne; ni radialnega pospeska, deluje le tangentni po-
spesek.

Ni potrebno, da premo gibanje obravnavamo v vektor-
ski obliki. Enostavneje je zasukati koordinatni sistem
tako, da ena od koordinatnih osi, npr. 0s x, kaze v smer
gibanja totke. Med gibanjem se potem spreminja le
koordinata x, ostali dve (y in z) pa sta ves éas nic.
Enakomerno gibanje je vsekakor premo, vendar pa ni
vsako premo gibanje tudi enakomerno.

Ravninsko gibanje dobimo, ¢e sta vektor pospeska a
in vektor zacetne hitrosti vq stalno v eni in isti ravnini.
Tedaj je tudi vektor hitrosti v za katerikoli trenutek tv
tej ravnini. Tocka se ves ¢as giblje v ravnini, ki jo
doloc¢ata a in vg.

Ravninsko gibanje najenostavneje popisemo, Ce zasu-
kamo koordinatni sistem tako, da dve njegovi osi, npr.
os x in 0s y, lezita v ravnini gibanja. S casom se potem
spreminjata koordinati x in y, tretja koordinata z pa je
stalno nic.

V splosnem je gibanje prostorsko; pospesek a se med
gibanjem spreminja in ni povezan z zacetno hitrostjo
vp, s €asom se spreminjajo vse tri koordinate x, y in z.

Poseben primer prostorskega gibanja dobimo, ¢e je
pospesek a ves ¢as pravokoten na smer hitrosti v, Ce
torej ni tangentnega pospeska (a = 0), ée uginkuje le
radialni pospesdek, ki stalno spreminja smer gibanija.
Velikost hitrosti je torej stalna. Tocka se sicer giblje po
zakrivijeni tirnici (zaradi radialnega pospeska), vendar
ves &as enako hitro. Takéno gibanje je npr. enako-
merno kroZenje.

Premo gibanje

Toika se ves &as giblje v eni in isti ravni érti, npr. v
smeri osi x. Lego tocke na tej premici povemo s koordi-
nato x, ki jo merimo od izbranega koordinatnega izho-
diséa 0 (slika 1.8). Ce je totka desno od koordinatnega
izhodiséa, je njena koordinata x pozitivna, levo od Opa
je negativna: Ker vemo, da se to¢ka giblje vzdolz osi X,
lahko na vektorsko naravo gibanja pozabimo in jem-
liemo hitrost v ter pospesek a kot skalarni koli¢ini.

Slika 1.6

Slika 1.7

x(t)

} | 5y,

0

A,

Slika 1.8

Slika 1.9

v(t)

a<0

Slika 1.10
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Razli¢ni smeri hitrosti in pospeska na tej premici upo-
$tevamo s predznakom.

Recimo, da se to¢ka premakne v ¢asovnem intervalu dt
za dx. Ce se premakne v desno, je dx > 0; premiku v
levo pa ustreza negativen dx. Kvocient premika dx in
¢asovnega intervala dt, v katerem se premik zgodi, je
hitrost tocke (gl. 1.4; namesto v, pisemo kar V)

Vidimo, da je hitrost v pozitivna, &e se togka giblje v
desno (dx pozitiven, koordinata x vedno bolj pozi-
tivna), in negativna, ¢e se giblje v levo (dx negativen, x
vedno bolj negativen oziroma vedno man; pozitiven).

(1.13)

Pospesek a tocke pri premem gibanju je dan s kvoci-
entom:

el 19

kjer je dv sprememba hitrosti v &asovnem intervalu dt.
Pozitiven pospesek torej pomeni pozitiven dv, to je
poveéanje pozitivne hitrosti (pospegeno gibanje v
desno) oziroma zmanj$anje negativne hitrosti (poje-
majo¢e gibanje v levo). Negativen pospesek pa
pomeni pojemajoc¢e gibanje v desno oziroma pospe-
Seno gibanje v levo. S predznakom skalarnega pospe-
Ska a izrazimo obe mozZni smeri vektorskega pospeska
a pri premem gibanju: &e je vektor a usmerjen v desno
(v smer +x), je skalarni pospesek a pozitiven; ée jea
usmerjen v levo (v smer —x), pa je a negativen.

(1.14)

Premo gibanje toke grafi¢no predstavimo s &asovnim
grafom koordinate, x(f), ki prikazuje odvisnost kra-
jevne koordinate x od ¢asa t. lzmerimo (npr. slikamo)
lego tocke v razliénih trenutkih (npr. x; v trenutku ty, Xo
v trenutku &, itd.) in nariS$emo ¢asovni graf x(). Na sliki
(1.9) smo narisali ¢asovni graf x(i) za primer, da se
tocka zagne gibati iz koordinatnega izhodi$éa v desno,
doseZe najvecjo oddaljenost x, v trenutku ¢, in se nato
giblje v levo, nazaj h koordinatnemu izhodiséu.

Recimo, da je v trenutku t koordinata x. V naslednjem
kratkem ¢asovnem intervalu dt se koordinata spremeni
za dx. Kvocient dx/dt, ki je hitrost v, lahko predstavimo
kot tangens naklonskega kota (a), ki ga tangenta na
¢asovni graf x(f) oklepa s Gasovno osjo t. Kjer je tan-
genta usmerjena navzgor (navzdol), je hitrost pozitivna
(negativna). Vodoravna tangenta (npr. v zgornji toéki
grafa, kier se koordinata ne spreminja s ¢asom) pa
pomeni, da je hitrost ni¢ (to&ka miruje). Strma tangenta
pomeni veliko hitrost, polozna pa majhno. Hitrost v
premega gibanja torej lahko dologimo tako, da na
¢asovnem grafu x(i) poiséemo naklonski kot tangente.
Matemati¢no to pomeni, da odvajamo koordinato x po
¢asu t.

Bodisi z neposrednim merjenjem ali posredno s
pomocjo Casovnega grafa x(f) dolo¢imo hitrost v v
razliénih trenutkih in nariSemo &asovni graf hitrosti,
V(t). Slika (1.10) predstavlja éasovni graf hitrosti za
gibanje, katerega ¢asovni graf koordinate x je na sliki
(1.9). Kakor je hitrost tangens naklonskega kota tan-
gente na ¢asovni graf x(1), tako je pospesek a = dv/dt

tangens naklonskega kota tangente na &asovni graf
hitrosti v(f). V tem grafu poiséemo naklonske kote
tangente v razliénih trenutkih in dobimo ustrezne
pospeske. Kjer je tangenta na graf v(f) usmerjena na-
vzgor (krivulja v(?) se dviga, hitrost naraséa s ¢asom), ije
pospesek pozitiven (pospedeno gibanje v desno). Na
padajo¢em delu grafa v(t) je a negativen. Vodoravni del
grafa v(f) pomeni, da se hitrost ne spreminja s ¢asom;
tam je pospeSek ni¢ (tangenta na graf je vodoravna,
tangens naklonskega kota tangente je nig). Na sliki
(1.10) je pospesek ves ¢as negativen (usmerjen v levo).
Negativni pospedek se imenuje pojemek.

Pospesek je odvod hitrosti po éasu: a = dv/dt. Ker je
tudi hitrost dana z odvodom (krajevne koordinate x po
Casu f): v = dx/dt, lahko pospesek izrazimo kot odvod
odvoda, to je kot drugi odvod:

a = dv/dt = d(dx/dt)/dtf = d2x/d2 (1.15)
Pospeée‘k je drugi odvod krajevne koordinate po
€asu, Drugi odved funkcije podaja zakrivljenost grafa
te funkcije; na ravnem delu grafa je drugi odvod nig.
Pozitiven drugi odvod pomeni navzgor zakrivljen graf,
pri_negativnem drugem odvodu pa je graf funkcije
zakrivljen navzdol. Z grafa x(1) torej lahko poleg hitrosti
vrazberemo tudi pospesek a: kjer je graf x(t) zakrivljen
navzgor, je a > 0; na ravnem delu grafa je a = 0, na
navzdol zakrivljenem grafu pa je a < 0 (slika 1.11).

Naklonski kot tangente na graf x(t) podaja hitrost,
zakrivljenost grafa pa pospesek.

Primer:

Pri nekem premem gibanju se krajevna koordinata x
tocke spreminja s ¢asom po enacbi: x = Af? - B, kjer
je A=3m/s?in B =1m/s® Kako se hitrost in pospesek
tocke spreminjata s ¢asom? Kolikdna sta (v, in ay) po
Casu f, = 5 s od zacetka gibanja? Po kolikénem éasu
(&) in kje (x;) se to¢ka ustavi? Koliksen je tedaj njen
pospesek (a;)?

Casovni graf koordinate x je na sliki (1.12a). Toc¢ka se
zagne gibati v desno, se po ¢asu t; = 2 s ustavi na
oddaljenosti x; = 4 m desno od izhodi$éa, nakar se
zagne gibati v levo (pospedeno) in doseze koordinatno
izhodidée (x = 0) po 3 sekundah od zadetka gibanja.

v = dx/dt = 2At — 3B

Casovni graf hitrosti je na sliki (1.12b). Hitrost za&ne
narascati od ni¢ navzgor do najveéje vrednosti v,,,, =
3 m/s, ki jo doseze po Gastu t; = 1 s, nakar se zmanjsuje
(tocka se giblje v desno pojemajote), dokler se todka v
trenutku t; = 2A/3B = 2 s ne ustavi na oddaljenosti x; =
x(t) = 4A%27B% = 4 m od izhodi$¢a. Od tod naprej
postane hitrost negativna in naradéa (togka se giblje
pospeseno v levo).
a=dv/dt=2A-6Bt (gl. sliko 1.12c)
Pospesek upada linearno s ¢casom. Najvedji je v
zaCetku (= 2A = 6 m/s®). Do trenutka t; = A/3B = 1 s je
Se pozitiven (pospeseno gibanje v desno). Ko v tem
trenutku postane ni¢, doseze hitrost najvecjo vrednost
(Vmax), nakar je pospesek negativen — hitrost gibanja v
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desno se zmanjuje. Ko se totka po Casu t; = 2s
ustavi, je njen pospesek takle: a; = 2A - 68t =—-2A=
- 6 m/s. ‘

Vo= Wt) =2.3ms?-55-8.1ms™ 258" =—45m/s
a=alt) =23ms?-61ms® 55 =-24 m/s?

Zgoraj smo ragunali v(f) in a(t) za gibanje, katerega
koordinata x je znana funkcija ¢asa. Zdaj pa vzemimo,
da verno, kako se pospedek tocke spreminja s ¢asom,
da poznamo a(f) in zelimo dologiti W) ter x(1). (Glej
podoben racun za splosno vektorsko gibanje, str. 8)

Pri pospesku a se hitrost v kratkem ¢asovnem intervalu
dt spremeni za dv = adt. Celotna sprememba hitrosti
od zadetne v, do kon&ne v je dana z integralom (vsoto)
diferencialnih sprememb dv:

t

Av=v-y= [dv= h[.a-(r)dtali

t
v=1v + [a(f)dt (1.18)
0
kier je vp hitrost tocke v zaCetnem trenutku t = 0, ko
zaéne delovati pospeSek. Sprememba hitrosti je
#asovni integral pospeska.

Spremembo hitrosti zaradi pospeska lahko na casov-
nem grafu pospeska predstavimo kot ploécino lika pod
grafom pospeska (slika 1.13). Plodgina ozkega traku z
viino a in §irino di (to je adt) je sprememba hitrosti dv
v ¢asovnem intervalu dt. Celotna sprememba Av = v—
v, je vsota plo&¢in vseh ozkih trakov od prvegaprit=0
do zadnjega pri t; to je plos¢ina celotnega lika, ki ga
graf pospeska objema s ¢asovno osjo. Meji integracije
povesta, od kod do kod seStevamo plod€ine posamez-
nih trakov. -

Kakor je sprememba hitrosti dana s ploséino lika pod
grafom pospeska, tako je sprememba koordinate x
dana s plos¢ino pod ¢asovnim grafom hitrosti (slika
1.14); dx = vdt ter
t
Ax=x-0= [dx= [v(dt ali
0
it
x= J v(f)dt

Sprememba koordinate je &asovni integral hitrosti.

(1.17)

Upostevati moramo, da je plosgina lika nad casovno
osjo pozitivna, pod njo pa negativna. Obi¢ajno vza-
memo, da je telo v zadetku v koordinatnem izhodis€u,
to je x(0) = 0.

Primer:

Totka se giblje s pospeskom a = agexp(—bt). Kako se
njena hitrost vin koordinata x spreminjata s casom, Ce
se gibanje priéne v koordinatnem izhodiséu brez
zaéetne hitrosti (v, = 0)?

Pospesek je v zagetku najvetji (= 4p), nakar ekspo-
nentno pojema s ¢asom in je po zelo dolgem casu
zanemarljivo majhen (slika 1.15a).

4 t
v= [a(t)dt = a Jexp(-bt)dt = —(ag/b)exp(-bi) Il =
0 0

v = (a/b)[1 — exp(-bi)]

Slika 1.11

~

x(m) 2
a)
2
t
. | | M
1 2 3\ 4
/
vim/s) b)
0 | x | Hst
1 2\ 3 4
a(m/s?)
c)
4
0 1 | | tlel
1\ 2 3 4
Slika 1.12
t
fadt:Av
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v

Slika 1.13
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Hitrost toCke se eksponentno priblizuje asimptotiéni
konéni vrednosti (ay/b), ki jo doseZe po zelo dolgem
Casu (slika 1.15b). Proti koncu (ko je pospesek zane-
marljivo majhen) je hitrost prakti¢no konstantna (ena-
komerno gibanje).

t
x(1) = fwt)dt = (ag/b) [ [1 - exp(-bt)]dt =
4 [
x(t) = (ag/b)[t— 1/b + (1/b)exp(-bt)]
Za t = 0 je x zares enak 0. Po zelo dolgem &asu se x

linearno povecuje s éasom (slika 1.15¢), kar je znaéilno
za enakomerno gibanje.

Povpreéna hitrost

Premo gibanje obravnavati je enostavno, &e je hitrost
stalna, to je e je gibanje enakomerno; celotno prete-
€eno pot delimo s celotnim &asovnim intervalom in
dobimo hitrost gibanja. Ce pa je gibanje neenako-
merno (hitrost se spreminja s ¢asom), nam kvocient
celotne poti in celotnega &asa da t.i. povpreéno
hitrost (v), to je hitrost, s katero bi se telo moralo ves
¢as (npr. od 0 do t) gibati, da bi napravilo enako
dolgo pot kot pri neenakomernem gibanju. Povpreéno
hitrost torej izratunamo z enacbo:

by

it = [v(hdt ali
0

]
v = (1) [v(tydt (1.18)
0

Na ¢asovnem grafu hitrosti v(f) postavimo povpreéno
hitrost v na toliksni viSini (¢rtkana vodoravna &rta na
sliki 1.16), da je plos¢ina pravokotnika pod to é&rto
enaka ploscini lika pod ¢asovnim grafom hitrosti (torej
enaka ¢asovnemu integralu hitrosti). Tako izradunana
povpreéna hitrost se nanasa na &asovni interval od 0
do t;, v katerem napravi telo pot vt;. Vsakemu &asov-
nemu intervalu ustreza posebna povpreéna hitrost.

Primeri:

1. Hitrost to€ke pri nekem neenakomernem gibanju se
spreminja s €asom po enacbi: v(f) = A— Bt + Cf, kjer je
A=2m/s, B=1m/s?in C = 0,6m/s°. Kolikéna je
povprecna hitrost (¥;) v prvih 2 sekundah gibanja in
koliksna (¥,) je v drugih 2 sekundah? (Slika 1.17)
f t
t=2s, Wt = [vhdt= [(A-Bt+ CAdt =
0 1]
At — (B/2)E + (CI3)E  ali

V= A—(B2)t + (CI3) =1,8m/s

V prvih 2 sekundah gibanja napravi to¢ka pot % t; =
3,6 m.

Drugi del gibanja poteka med trenutkoma t; = 2sin t,
=4s.

tz
Ut = ) = [WDdt = Altt) - (BI2)(B-6) +
ty

+ (CI3)(E-B) ter
Vo = A—(B2)(ta + t) + (CI3)(E + tt; + B) = 4,6 m/s

Pot tocke v drugih dveh sekundah znasa: W (t, — t;) =
9,2 m.

Kolikéna je povpreéna hitrost (v;) v prvih 4 sekundah
gibanja, to je od zadetka do trenutka t,?

ta 4 ta
Vst = [v(t)dt = [vt)dt + [Vitidt = vty + Va(trty)
0 0 t
oziroma '

Vs = [ty + Waltrty)/to = (V4 + V)2 (kerje t, = 2t,)
V3 =3,2m/s

2. Telo se giblje prvo polovico &asa s stalno hitrostjo v,
= 40 km/h, drugo polovico pa s stalno hitrostjo v, =
60 km/h. Kolikéna je povpreéna hitrost v celotnem
casu?

Telo napravi celotno pot x v &asu t, torej je v = x/t. Pot x
je sestavljena iz poti x; = v #2 (v prvi polovici dasa) in
poti x, = v,t/2 (v drugi polovici &asa). Sledi:

X = w2 + Vgt/2 =yt ali
V= (v; + vp)/2 = 50 km/h

3. Podoben primer kot zgoraj, le da se v, nanasa na
prvo polovico celotne poti, v, pa na drugo polovico.
Koliksna je povpre¢na hitrost v tem primeru?

Celoten ¢as t, ki ga telo potrebuje za celotno pot x, je
sestavljen iz ¢asa t; = (x/2)/vy, ko je telo na prvi polovici
poti, in ¢asa t, = (x/2)/v,, Ko je telo na drugi polovici
poti:

o+ b= (X2) (11vy + 1/vy) = X(v; + v)/2vy v, ter

t=1t
= X/t = 2vivol(vy + V,) = 48 km/h

1%

Enakomerno pospeseno gibanje

Pospesek je stalen: a(t) = a. |z enadbe (1.16) ugoto-
vimo, da se hitrost v spreminja s &asom linearno;
Casovni graf hitrosti je premica:

(slika 1.18) (1.19)

Hitrost enakomerno naras¢a (Ge je a > 0, pospeseno
gibanje) oziroma pada (&e je a < 0, pojemajoée giba-
nje) s ¢asom; v vsaki naslednji ¢asovni enoti se za
enako poveca (zmanj$a).

lzraz za x(f) pri enakomerno pospeSenem gibanju
dobimo, ¢e v enacbi (1.17) vstavimo v(t) = v, + at in
nato integriramo:

t

= _[(vo + at)dt,
0

(slika 1.19) (1.20)

Pot x pri enakomerno pospesenem gibanju je sesta-
vljena iz poti v.t zaradi zatetne hitrosti in poti at?/2
zaradi pospesevanja; zadnji del naradéa s kvadratom
Casa.

Vectkrat potrebujemo zvezo med hitrostjo v in prete-
¢eno potjo x (npr. kolikéno hitrost dobi telo na koncu
poti x, Ce se ves ¢as giblje s stalnim pospesekom?). To



PREMO GIBANJE

13

dobimo, e iz enacbe (1.19) izradunamo t = (v—v,)/ain
vstavimo v enacbo (1.20):

X =V, (v-Vo)/a + (al2) (vvp)¥a? = (v* - B)/2a ali

(1:21)

Primeri:

1. Telo se giblje enakomerno pospeseno s pospedkom
a = 2 m/s>. Po kolikénem &asu (t) in kje (x) doseze
hitrost v = 6 m/s, &e je v zadetku mirovalo (v, = 0)?

V=1V, +at=atint=via=6ms"/2ms2=3s
x = at¥2 = v¥2a = 36m%s24ms2 =9 m

2. Vlak se giblje s stalno hitrostjo v, = 30 m/s, ko zaéne
zavirati s stalnim pojemkom 2 m/s. Po koliksnem ¢asu
(t) in na kolikéni poti (x;) od zadetka zaviranja se
ustavi?

Ker je gibanje enakomerno pojemajoéde, je pospesek
negativen: a = — 2 m/s®.

v=V,tal,zat=tijev=20
O=v,+atality=-—v/a=15s

Xy = Voly + afif2 = — Vi/a + (al2) (v/a)? = - v2/2a
Xx; =225 m

3. Vlak se za€ne gibati z zacetne postaje A enako-
merno pospeseno s pospeskom a; = 2 m/s% Ko doseze
hitrost v; = 72 km/h, se giblje naprej t, = 5 minut
enakomerno s to hitrostjo. Na oddaljenosti x; = 200 m
pred konéno postajo B za&ne zavirati s pojemkom 1 my/
s?in se giblje enakomerno pojemajocée do postanka na
postaji B. Kolikdna je oddaljenost (x) obeh postaj in
koliko ¢asa (f) potrebuje viak za to pot?

Na prvem delu poti se vlak giblje enakomerno pospe-
Seno t; sekund in napravi pot x;. Za ta del poti velja: v,
=ajty ali t = vy/a; = 20 ms /2 ms2 = 10 s ter x, = a; £
/2 = Vi/2a; = 100 m. Med enakomernim gibanjem pre-
vozi pot x, = wif, = 20 ms™ - 300 s = 6000 m = 6 km.

Za zadnji del poti (enakomerno pojemajode gibanje,
pospesek je a; = — 1 m/s?) potrebuije (gl. 2. primer) ¢as
t3 = — vila; = 20 s in pot xz = — v3/2a; = 200 m.

X=X+ X+ X3=100m + 6 km + 200 m = 6,3 km
t=4H+b+tH=10s+ 5min + 20 s = 5,5 min

4. Prosti pad je enakomerno pospeseno gibanje nav-
zdol s pospeskom g = 9,8 m/s?, ki je enak za vsa telesa;
zracni upor zanemarimo. Telo spustimo z visine h nad
tlemi. Po kolikSnem ¢asu (t;) in s kolikdno hitrostjo (v,)
pade na tla? Kolik&no hitrost (v) ima na vigini z nad
tlemi?

Uporabimo enacbe (1.19-1.21)za=g, x = h-zin
v, = 0.

v, = gt, in h = gii/2 = V¥/2g ali
v, = V2gh ter t,=V2hlg = v/g (1.22)

Zvisine h = 10 m pade kamen na tia s hitrostjo 14 m/s =

rv(t)

ag

dt

Slika 1.14

a(t)

Ayit) C/]//
=
o
>

ot i

0 /Af(t'z) ¢
4
Slika 1.15

<l

i,
Y

4

Slika 1.16
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— 50 km/h po &asu t, = 14 s. V resnici je ta Cas
nekoliko daljsi, ker upor zraka zadrzuje padanje.

Od zadetka padanja do viSine z nad tlemi napravi telo
pot x = h — z; iz enagbe (1.21) potem sledi:

2 = 2 + 2ax = 2gx = 2g(h — 2) ali

v="V2gh-2)
5. Navpiéni met je enakomerno pojemajoce gibanje
navpiéno navzgor: @ =—g = — 9,8 m/s®. Enatbe tega
gibanja so:
v=v,—gt (1.23a)
x = vot—gfil2 (1.23b)
V= V2 —2gx (1.23c)

pri éemer merimo koordinato x od tal navzgor.

"Recimo, da odvrzemo telo z zacetno hitrostjo v, nav-
piéno navzgor. Na kateri vigini (h) in po koliksnem ¢asu
(ty) se telo ustavi?

0=v,— glyality=Vvo/g
0= — 2ghali h = v¥/2g (1.23¢6)
Ko telo doseze visino h (najvisje mesto), se ustavi in
takoj nato zatne pospeseno padati (gl. 4. primer). Na
tla pade s hitrostjo v, = Vo, $ katero smo ga bili odvrgli
navzgor. Cas padanja (t, = v/g) je enak &asu dviga-
nja (fy).

Po kolikénem ¢asu () doseZe telo, ki ga odvrzemo
navzgor z zaetno hitrostjo v, vidino x? Enaébo
(1.23b) prepisemo v enacbo:

2 — (2v/g)t + 2x/ig = 0

ki je kvadratna enacba za neznanko t. Dobimo dve
resitvi:

t, = v/g — VV3/g? — 2x/g ter
t, = vo/g + VVi/lg? — 2xg

Prva resitev (t;) ustreza &asu, v katerem telo doseze
visino x med dviganjem; druga (t;) pa med padanjem.
Gasa t, in t, sovpadata in sta enaka v,/g, Ge je v3/g® —2x/
g=0alix= V2/2g = h (visina, na kateri se telo ustavi).
Pri V2 < 2gx sta resitvi t; in f kompleksni; telo ne
doseze vidine x (ima premajhno zacetno hitrost).

Padanje z upostevanjem zraénega upora

Prosto padanje telesa ni povsem enakomerno pospe-
geno, saj padanje ovira upor zraka, ki narasca s hitro-
stjo. Hitreje kot telo pada, bolj zrak zavira padanje. V
za&etku, Ko je hitrost padanja Se majhna, upor zraka Se
ni zaznaven in telo pada bolj ali manj enakomerno
pospeseno (s pospeskom g); hitrost nara$ca s casom
linearno (= gt). Toda z naras&anjem hitrosti narasca
tudi upor zraka in pospesek padanja se zmanjsuje;
hitrost naraéa s dasom podasneje, kot Di med pada-
njem v vakuumu. Zaradi upora zraka se pospesek
padanja bolj in bolj zmanjduje. Po daljem &asu se

1. GIBANJE (KINEMATIKA)

zmanj$a na ni¢ in telo pada naprej enakomerno $
skorajda stalno hitrostjo.

Vzemimo, da je pospesek padanja odvisen od hitrosti
padanja po enacbi (gl. str. 174):

a=g-av’ (1.24)
Parameter a podaja upor zraka; odvisen je predvsem

od oblike, velikosti in mase telesa ter od gostote zraka;
za padalca z 8 metrskim padalom je npr. a = 0,6/m.

Pospesek je odvod hitrosti po gasu:

a=dvdt=g-av?ali
(g— av®)'dv = dt

Enaébo integriramo: na levi strani po hitrosti od 0 (telo
v zadetku miruje) do v, na desni pa po ¢asu od O do t.
Dobimo:
s .
in Y Vala _ s\oq ¢t
Vgla - v

Novo ena&bo antilogaritmiramo in preuredimo Clene,
da dobimo ekspliciten izraz za v:

v = Vgl —— 24P 2Vag 8 (1.25)

1+ exp [—2\/ag 1)
Casovni graf te funkcije je na sliki (1.20). V zacCetku
padanja, ko je t e majhen, lahko zapiSemo:

exp (- é‘-\fag )=1-2Vag t+....
in dobimo:

e
v=Vgla Vof T =gt — e

kar velja za prosto padanje brez zratnega upora. Po
zelo dolgem &asu (t — =) je exp ~2Vag t) — 0 in

v (=) = Vgla

Hitrost se asimptoti¢no priblizuje konéni vrednosti
Vgla ,skaterotelonato padaenakomerno. Pria=0,6/m
(padalec s padalom) dobimo v () =4m/s =16 km/h.
Padalec torej pade na tla s hitrostjo okrog 16 km/h.

Harmoniéno nihanje

Kot primer premega gibanja, pri katerem se med giba-
njem spreminje tudi predznak pospeska, tako da je
gibanje zdaj pospeseno, zdaj pojemajoce, omenimo
nihanje, in sicer harmoniéno nihanje. Telo niha okrog
stabilne ravnovesne lege sem ter tja.

Koordinatno izhodid¢e 0 na osi x postavimo v stabilno
ravnovesno lego (slika 1.21). Koordinata x je odmik
telesa iz ravnovesne lege (+x je odmik v desno, —-X V
levo). Pri nihanju je pospesek vedno usmerjen k ravno-
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vesni legi, tako da je priblizevanje k ravnovesni legi

pospeseno, oddaljevanje od nje pa pojemajoe. Med
‘ oddaljevanjem od ravnovesne lege se hitrost zma-
njduje, in to tem bolj, ¢im bolj je telo oddaljeno. Pri neki
najvecji oddaljenosti (x = + x,) se telo ustavi (v = 0),
nakar se smer gibanja obrne, telo se zaéne pospeseno
] priblizevati ravnovesni legi. Priblizevanje je pospe-
eno, hitrost naraséa. Ko telo doseze ravnovesno lego,
ima najvecjo hitrost (v,); s to hitrostjo vigne skozi
ravnovesno lego in se na drugi strani zacne oddaljevati
od nje; oddaljevanje je pojemajoce. Telo se ustavi v
nasprotni skrajni legi (x = —x,), se obrne in se zaéne
pospeseno priblizevati ravnovesni legi itd. Najvedji
odmik telesa iz ravnovesne lege (x,) se imenuje ampli-
tuda odmika. Koordinata x nihajocega telesa se spre-
minja znotraj intervala med skrajnima vrednostima —x,
in +x,:

X < X < +X,

Znacilno za nihanje je, da je pospedek usmerjen k
ravnovesni legi in da je tem vegji, ¢im bolj je telo
oddaljeno od nje (€¢im vegji je x). V sami ravnovesni legi
(x=0) je pospesek ni¢, najvedji pa je pri amplitudi (x =
= £ X,). Ko je telo desno od ravnovesne lege (x > 0), je
pospesek usmerjen v levo (je negativen). Levo od rav-
novesne lege (x <0) je pospesek usmerjen v desno (je
pozitiven). Torej ima pospedek ravno nasproten pred-
znak kot odmik x.

Izberemo tak$no vrsto nihanija, pri katerem je pospesek
premo sorazmeren z vsakokratnim odmikom: a(t) = —
konst x(t). Pozitivna sorazmernostna konstanta ima
dimenzijo s7; obigajno jo napiemo v obliki w? (kvadrat
zato, da je zares pozitivna, da ima a zares drugaéen
predznak kot x). Videli bomo, da je nova konstanta o v
zvezi s frekvenco nihanja. Za nase nihanje torej velja:

=

Vemo, kako se pospeSek spreminja s koordinato x.
Toda kako se spreminja s ¢asom? Kakéni funkciji ¢asa
sta koordinata x in hitrost v pri tem gibanju?
dv dx dv dv
= 2
a=—owXx=— = =y— (v=dx/dt
PX=90 T axat ax )

ali

— w® xdx = vdv
Dobljeno enagbo integriramo, pri Semer upostevamo,
da je hitrost ni¢, ko je telo najbolj odmaknjeno od
ravnovesne-lege: za x = x, je v = 0. Meji integracije sta
zato: na levi strani ena¢be od x, do x, na desni pa od 0
do v. Dobimo:

— (0%2) (x% - x3) = v¥2 ali:
v=oVx3-x* -x,<xsx, (1.27)

Histrost je najvecja v ravnovesni legi (x = 0); oznagimo
jo z v,. Sledi:

(1.28)

Najveéja hitrost v, (amplituda hitrosti), s katero niha-
jo¢e telo Svigne skozi ravnovesno lego, je premo
sorazmerna z amplitudo odmika x,.

4v(m/s) | |
8- |
I
T
y ™
[
2
| t(s)
0 G >
Slika 1.17
Arv
pospeseno
gibanje
v enakomerno
T gibame
pojemajoce
gibanje
O '
Slika 1.18
b x
a>0
a :0/
/
P
»
> 7 it
e
/
i
a&
Slika 1.19

Slika 1.20
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dx
V=s—— =
dt

(2 - x*)"dx = o dt

Da lahko to enaébo integriramo, se moramo odlogiti, v
katerem trenutku zadnemo Steti ¢as (t = 0). Obi¢ajno
se domenimo, da zaéne ¢as teci (f = 0) v trenutku, ko je
telo v ravnovesni legi: za t = 0 je torej x = 0. Zato sta
meji integracije na desni strani enagbe od 0 do ¢, na levi
pa od 0 do x

X t
[od - "dx = 0[dt
d /

arcsin (x/x,) = ot ali

Za vajo poisdi x(f) za primer, da zatnemo Steti ¢as v
trenutku, ko se telo ustavi: t = 0 za x = x,. Rezultat:
x(t) = x, cos (wf).

(1.29)

Ce je pospesek nihajodega telesa premo sorazmeren
z odmikom iz ravnovesne lege (in ima nasproten
predznak), se odmik spreminja s €asom harmoniéno
(kot sinusna ali kosinusna funkcija €asa), zato se
tak$no nihanje imenuje harmoniéno nihanje.

Sinusna funkcija sin(wf) je periodiéna funkcija. Njen
argument (wt) se imenuje faza (¢) in je brez dimenzije:

¢=wt (1.30)

Perioda te funkcije je 2x, kar pomeni, da je ob vsako-
kratni spremembi faze za 2z vrednost funkcije enaka.

Casovni graf odmika x za harmoni¢no (sinusno) niha-
nje je na sliki (1.22). Nihanje se ponovi po nihajnem
dasu t,. Po preteku nihajnega ¢asa 1, je telo spet na
enakem mestu in ima enako hitrost v enaki smeri.
Sprememba ¢asa za t, potemtakem ustreza spremembi
faze @ za 2m:

@(t+to) = @) + 2x ali
w.(t+1) = ot + 2w ter
w = 27ty

Obratna vrednost nihajnega casa je frekvenca nihanja

(v):

Parameter w se imenuje kroZna frekvenca nihanja; je
merilo za frekvenco nihanja oziroma za nihajni ¢as.
Cim vedji je w, tem krajsi je nihajni ¢as, tem hitreje se
nihanje ponavilja.

(1.31)

Zdaj, ko poznamo odmik x kot funkcijo Casa, lahko
poiséemo ¢asovno odvisnost hitrosti (gl. 1.29):

v(t) = dx/dt = xew cos (wf) ali
v(t) = voeos(wt), Vo= Xgw (1.32)
Ce se odmik x spreminja s éasom kot sinusna funkcija,
se hitrost v spreminja kot kosinusna funkcija (in
obratno). Ko je odmik najvegji (x = Xg), je hitrost ni€. Pri

odmiku ni¢ (v, ravnovesni legi) pa je hitrost najvecja
(= vo = Xp0). Casovni graf hitrosti je na sliki (1.23).

Pospesek a se spreminja s €asom podobno kot odmik
x (le da z nasprotnim predznakom, saj sta ti koli¢ini
premo sorazmerni (gl. 1.26):

a = —w’x = —xpw’sin(wf)
a = —apsin(t) (1.33)
Najvedji pospedek a, = Xow* ima telo v trenutku, ko se
ustavi v skrajni legi (x = £xo); tedaj se spremeni smer
gibanja.

Osnovne enaébe harmoni¢nega nihanja so:

x = xgsin(owf) , w = 2xv = 27/l

v = dx/dt = xgw cos(wt) , Vo = Xow

a = dvidt = —xw? sin (o) = —a sin(ol) , 8 = Xw®
a=-wx

Nihajni ¢as f, nihajoega telesa je skrit v parametru o,
ki je sorazmernostni faktor med pospeskom in odmi-
kom. Velika frekvenca pri danem odmiku pomeni velik
pospesek.

Primeri:

1. Telo niha z amplitudo X, = 5 cm in nihajnim ¢asom
ty, = 2 s. Kolik$en je odmik (x4) telesa po Gasu t; =58,
te zadnemo $teti &as v trenutku, ko gre skozi ravno-
vesno lego? Po kolikénem &asu (t,) od zacetka nihanja
je telo oddaljeno 2 cm levo od ravnovesne lege (x; =
=2 cm?

w = 2a/ty = 27/2s = nls
X; = Xpsin(wt) = 5 cm sin(xs™ 58) =
= 5cm sin(bx) = 0

Po 5 sekundah od zagetka nihanja je nihajoce telo
toéno. v ravnovesni legi. V kateri smeri se giblje? Levo
ali desno? Zacne se gibati v desno; po nihajnem &asu
{, = 2 s se spet giblje v desno, po 2t, = 4 s spet v desno.
Preostane $e 1 s, kar je pol nihajnega &asa: giblje se v
levo.

X; = Xp sin(wty) ali

t, = (1/w)arcsin(x./xo) = (s/m)arcsin(-0,4) =
=013s +1s

L=113s

2. Telo niha s frekvenco v = 10 Hz. Koliksna je ampli-
tuda xp, ée ima pri odmiku x = 4 cm hitrost v = 2 m/s?
S kolikdno hitrostjo (v) telo zaniha skozi ravnovesno
lego?

w = 2av = 207/s
o VX3 - ali
Xg = Va2 + (Vw)? =5,1cm

Vo = X = 3,2 m/s

Vi=:

3. Telo niha z amplitudo x; = 10 cm. Kolik&na sme biti
najvecja hitrost (v), s katero telo zaniha skozi ravno-
vesno lego, da njegov pospesek ne preseze vrednosti
10g = 98 m/s??
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Vo = Xpw
ay = xg0° = VB/xp ali

Vo= Vapxo = V98 ms?-0,1m =3,1m/s

Ravninsko gibanje

Telo se giblje v dani ravnini. V ravnino gibanja polo-
Zimo pravokotni koordinatni osi x in y. Koordinatno
izhodis¢e 0 in smer osi izberemo tako, da je opis
gibanja telesa ¢im enostavnejsi in preglednejsi; po
moZnosti naj bosta koordinati x, y telesa ves ¢as med
gibanjem pozitivni (slika 1.24).

Med gibanjem se koordinati telesa spreminjata s
¢asom. Kako se telo giblje, je odvisno od tega, kaksni
funkciji Casa sta njegovi koordinati: x(#) in y(1). Ce je
y=0inXx = x(), imamo premo gibanje vzdolz osi x. Za
x=0iny = y(f) pa dobimo premo gibanje vzdolZ osi y.
V splodnem se s ¢asom spreminjata tako koordinata x
kot koordinata y, pa se telo giblje po krivulji (tirnici)
¥(x). V trenutku t; je npr. na mestu Py (gl. sliko 1.24), v
kasnejSem trenutku t, na mestu P, itd. S Gasom t
doloc¢imo lego telesa na tirnici ali drugate: éas t je
parameter tirnice y(x), po kateri se telo giblje. Ce je
gibanje telesa podano z enacbama:

x = x(t)

y =y

je enacba tirnice dana v parametriéni obliki. Enaébo
tirnice v eksplicitni obliki pa dobimo, &e iz zgornjih
enacb izlo¢imo (eliminiramo) &as t in povezemo y z x:

y = y(x) Enacba tirnice v eksplicitni obliki

Opazovati gibanije telesa v ravnini x—y, se pravi, opazo-
vati premikanje njegove sence na osi x in isto¢asno
premikanje sence na osi y. Senca telesa na osi x ima v
trenutku t koordinato x(f) in se giblje vzdolZ te osi s
hitrostjo v, = dx/dt, kar pomeni da se v &asovnem
intervalu dt premakne za dx = v, dt. Obenem se senca
na osi y, ki se giblje v smeri osi y s hitrostjo v, = dy/dt,
premakne v smeri te osi za dy = v,dt (slika 1.25). Oba
premika skupaj sta v zvezi s premikom telesa vzdolz
tirnice za ds. Velja:

(ds)? = (dx)? + (dy)? = (& + ¥)(d1)? ali
¥

ds =dt Vi + v

Torej se telo premakne v smeri tangente na tirnico s
hitrostjo:

v=ds/dt= V2 + V2

ki je vekiorska vsota hitrosti premikanja senc na koor-
dinatnih oseh x in y:

V=V,+V, (1.34)

Tudi pospesek a ravninskega gibanja lahko razstavimo
na projekciji vzdolz koordinatnih osi (slika 1.26):

a=a, +a, (1.35)

2 Visoko$olska fizika 1. del

-Xg 0 Hﬁ +Xg

4

L T P

o= — — —p P

v
et d— A—— 4— <o
v=0 v=0

Slika 1.21

Slika 1.22
v
W S
0 / \ / LY
T (R S S
Slika 1.23

l

Slika 1.24

A/

Slika 1.25
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kijer je a, = dv/dt = d°x/di® pospesek, s katerim se
vzdolz osi x giblje senca telesa na tej osi. Pospesek
a, = dv,/dt = d®y/df pa je pospesek sence na osi ¥ (gl.
str. 10).

Enacbi (1.34,35) matemati¢no izrazata dejstvo, da je
ravninsko gibanje sestavljeno iz dveh pravokotnih
premih gibanj: iz premega gibanja v smeri osi x in
premega gibanja v smeri osi y. Kak$no je gibanje telesa
v ravnini x-y, je torej odvisno od tega, kak$ni premi
gibanji v smeri koordinatnih osi x in y sestavimo v
ravninsko gibanje.

Kot prvi primer sestavimo pravokotni enakomerni giba-
nji. Recimo, da opazujemo plavanje plavalca prek reke.
Reka tec¢e s hitrostjo v,, plavalec se zaganja pravo-
kotno prek reke s stalno hitrostjo vy. Kje in po koliks-
nem Casu doseze plavalec nasprotni breg reke? S
kolik&no hitrostjo se giblje glede na breg?

Koordinatno izhodis¢e polozimo na breg, od koder
plavalec zacne plavati; os x ima smer reCnega toka, os
y je usmerjena k nasprotnemu bregu (to je v smer
zaganjanja plavalca, slika 1.27). Ce bi voda mirovala, bi
plavalec plaval v smeri osi y s stalno hitrostjo v, = v in
bi dosegel nasprotni breg (8irina reke je d) na mestu A
po ¢asu b = d/vy. Ker pa reka odnasa plavalca s
hitrostjo v, vzdolz toka, se hitrosti v; v smeri osi y
rektorsko pristeje hitrost v, v smeri osi x in plavalec
plava s hitrostjo v = V2 + 2 v nizvodni smeri in do-
seze nasprotni breg na mestu B. Reka ne vpliva na
gibanje plavalca v smeri osi y, zato plavalec plava prek
reke enako dolgo (t;), kot ¢e reka ne bi tekla. Med
plavanjem reka odnese plavalca nizvodno za x = vty =
= Vvpd/v;. Plavalec zaradi re¢nega toka sicer opravi

daljo pot s = V&® + x* = (d/v;) V¥ + V0 , zalo pa

plava z vecjo hitrostjo v, tako da je ¢as enak (&).

Ce plavalec zeli (kljub re¢nemu toku) plavati v smeri
pravokotno na reko, mora zaplavati s hitrostjo v
posevno proti toku reke, npr. pod kotom «a glede na
breg (slika 1.28), tako da je: cosa = vyv;.

Posevni met

Telo se za¢ne gibati posevno navzgor z zacetno hitro-
stjo vp pod kotom ¢ glede na vodoravna tla. Ravnina
gibanja je tokrat navpi¢na. Koordinatno izhodiscée
postavime na mesto, od koder telo odleti; os y je
usmerjena navpi¢no navzgor, os x je vodoravna (slika
1.29).

Ce zanemarimo upor zraka, je gibanje v vodoravni
smeri enakomerno (brez pospeska), v navpiéni smeri
pa deluje teZzni pospedek g v smeri navzdol. Hitrost v
vodoravni smeri (v,) je zato stalna, v navpiéni smeri (v,)
pa se med dviganjem zmanjSuje, med padanjem pa
povecuje (kot pri navpi¢nem metu oziroma prostem
padu):

vy, = konst. = vycosg
v, = Vpsing— gt (1.36)
Celotna hitrost v je vektorska vsota hitrosti v, in v, in je
tangentna na tirnico gibanja (slika 1.29).

Ker je v, = dx/dt in v, = dy/dt, izraunamo iz enacb
(1.36) enacbo tirnice v parametriéni obliki:

X = vycoset

¥ = vgsingt— gt?f2 (1.37)
1z prve enacbe izracunamo t = x/vycosg in vstavimo v
drugo enacbo; dobimo enacbo tirnice v eksplicitni
obliki:

y = xtgp— x*g/(2vicos?p) (1.38)
To je enaéba parabole. Pri poSevhem metu se telo
giblje po paraboli. NajviSja to¢ka parabole je na visini h
nad tlemi. V tej toc€ki je hitrost vodoravna, navpicna
projekcija hitrosti je ni¢. Telo doseze najvisjo tocko
parabole po ¢asu f; od zacetka meta.

v(ty) = 0 = vpsing— gty ali
4, = vpsing/g

h = y(t)) = vesingt; — gi§/2

h = Visin’g/2g

(1.39)

Cas dviganja (od zadetka do najvisje tocke parabole) t;
in najvec&ja visina h sta enaka kot pri navpiénem metu z
zacetno hitrostjo vgsing (glej 1.23¢). Telo pade na tla
(y = 0) po €asu &, od zac¢etka meta; ta ¢as izraGunamo
iz enacbe (1.37):

0 = vesingt, — gi3/2

Ta enacba ima dve resSitvi. Resitve {, = 0 ne uposte-
vamo, ker se ta nana3a na zacCetek gibanja(y=0zat=
= 0). Druga resitev je:

t, = 2vgsinglg = 2t (1.40)
Celoten ¢as poSevnega meta () je razdeljen na ¢as
dviganja (4) in na ¢as padanja. Vidimo, da je &as
dviganja enak ¢asu padanja (podobno kot velja za
navpiéni met in prosti pad, gl. str.14). Nasploh je pada-
joci del parabole simetricen z dvigajo¢im se delom.
Telo pade na tla z enako hitrostjo v, in pod enakim
kotom glede na tla, kot smo ga bili odvrgli.

Domet (d), to je razdalja, na kateri telo pade na tla,
izratunamo ali iz enaébe d = vycosgpt, = 2vicose - sing/
g ali iz enacbe (1.38) za y = 0:

0 = ditge — d°g/(2v3cos?p)
d = (¥/g)sin(2¢) (1.41)
Recimo, da telo odvrzemo z dano hitrostjo v,. V Kateri
smeri (pod koliksnim kotom ¢) ga moramo odvreci, da
je domet najdaljsi? Ce ga odvrzemo strmo navzgor
{velik @), je telo sicer dolgo v zraku, zato pa ima majhno
vodoravno hitrost in je domet majhen (slika 1.30). Ce
pa ga odvrzemo pod majhnim kotom ¢, ima telo veliko
vodoravno hitrost, zato pa majhno visino in je domet
spet majhen. Torej je domet najvedji pri nekem vmes-
nem metnem kotu. Iz enacbe (1.41) je razvidno, da je d
najvedji prisin(2g) = 1, to je pri 2¢ = 90° ali ¢ = 45°. Pri
naklonu meta ¢ = 45° je domet najdaljsi:

Grmax = Y3/ (1.41a)
Poglejmo, kolikdno hitrost vima telo na visini y. Najprej
ugotovimo (zaradi simetrinosti parabole), da je ta
hitrost na dvigajo¢em se delu parabole enako velika
kot na padajo¢em delu (slika 1.31a). Velja;
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V= % + = (vcosg)® + (vsing — gt)? =

= 1§ + g°F - 2v,gt - sing =

= v5— 2g(vsing - t— gi2) = |

=Vvi—-2gy (gl.1.37) (1.42)

Hitrost v na visini y je neodvisna od kota g; vseeno je,v
kateri smeri odvrzemo telo, lahko tudi navpi¢no nav-
zgor (gl. ena&bo 1.23c in sliko 1.31b).

V najvisji tocki parabole (y = h, gl. sliko 1.29) je hitrost
vodoravna (v, = 0 in v, = v). V tej to&ki velja:

v = 1§ - 2gh = & - 2g\3sin®p/2g = vicos?p  ali
V= %cosp

Primeri:

1. Kamen odvrzemo z zadetno hitrostjo v, = 20 m/s
pod kotom ¢ = 60° glede na vodoravna tla. Do kolikéne
visine prileti? Koliksna je tedaj njegova hitrost (wvy)? Po
kolikSnem &asu (t,), s kolikéno hitrostjo (v;) in na kateri
oddaljenosti (d) pade na tla?

=——* = 153m

Vi = Wty) = vpeose = 10 m/s
I = 2t; = 2vpsing/lg = 3,5 s
Vo =g =20m/s i
d = vcospl, = (V3/g)sin(2¢) = 353 m

2. Enak primer kot zgoraj, le da kamen leti proti x; =
= 20 m oddaljeni navpi¢ni steni. Na kolik$ni viini (1),
s koliksno hitrostjo (v4) in pod kak&nim kotom (@1)
udari obnjo?
g
=xigp-—=—— ¥ =146m
)4l 19 2\/200082(}0 1
Vi =V3—2gy. vs = 10,4 m/s
Ve = Vpcosg = 10 m/s !
Yy = VoSing — gty = vesing — gxy/(vecosq) = — 2,7 m/s
tger = v/v, = - 0,27, @y = — 15°

Kamen udari ob steno pod kotom 15° glede na njeno
pravokotnico.

3. Pod kak8nim kotom (¢) glede na vodoravna tla
moramo odvreci telo z zagetno hitrostjo v, = 20 m/s, da
pade na tla na oddaljenosti x; = 20 m?

9
= x;t ——= i
Yy 19 213c0s%g 1

Ker je 1/cos?p = 1 + tg’p, dobimo za tge kvadratno
enacbo:

tg’p — (2v¥lgx)tge + 1 = 0

ki ima dve resitvi:

tgpy = (Woxi) + VBlgx)? =1 ter
tage = (Bgxs) — V(v¥gx;)? — 1

Torej telo pade na isto mesto v dveh primerih: &e ga
odvrzemo pod kotom ¢ ali pod kotom @ (gl. sliko
1.30). Eno samo resitev (¢; = @, = 45°) dobimo, &e je:

(Box)?~1=0 ali X =g = dpy

Slika 1.26

Slika 1.27

<

i

Slika 1.28

Slika 1.29
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torej Ce je oddaljenost x; enaka najveéjemu dometu pri
tej zacetni hitrosti (gl. 1.41a). Pri x; > v&/g ne dobimo
realne resitve za iskani kot ¢, saj kamen ne doseZe te
oddaljenosti.

4. Z balona, ki se dviga's stalno hitrostjo v; = 10 m/s,
odvrzemo na viSini h = 20 m kamen s hitrostjo v, =

20 m/s v vodoravni smeri (slika 1.32). Kje (x), s kolik&no -

hitrostjo (v), po kolik§nem ¢&asu (1) in pod kak3nim
kotom (@) pade na tla?

Zatetna hitrost kamna (v,) je sestavijena iz navpiéne
projekcije vy zaradi dviganja balona in iz vodoravne
projekcije v, zaradi odmeta. Koordinatni sistem posta-
vimo na tla, izhodis¢e 0 je ob vznozis¢u balona. V
zaletku (1 = 0) je x = 0in y = h, po &asu ¢ pa:

X = Vpt
y=h+ vit- gf/2

Cas leta t izrabunamo iz druge enacbe za y = 0:

0=h+vit-gt2 ali £—(2w/g)t—2hlg=0
Od obeh realnih reSitev te enacbe upostevamo resitevs
pozitivnim korenom, ki da pozitiven &as t:

t="vilg + V(vi/g)? + 2hig =33 s

X = Vot = 66 M

V=V +2gh=v + V3 + 2gh, v= 30 m/s
V=V, =20m/s, v, = vy — gt =-22 mfs
tgpr = vlv, = - 091, @ = - 42°

Kamen udari ob tla po &asu 3,3 s na vodoravni oddalje-

nosti 66 m od vznoZi$€a balona, in sicer udari s hitro-
stjo 30 m/s pod kotom 42° glede na navpignico.

5. Kanon je usmerjen k tarci, ki visi na visini h in na
vodoravni oddaljenosti b od kanona (slika 1.33). V
trenutku, ko izstrelek izleti iz kanona, za&ne taréa
padati. Dokazi, da izstrelek vedno zadene padajoéo
tarco, ne glede na hitrost v, s katero izleti iz kanona.

Izstrelek doseZe navpiénico tarée po éasu t = b/
(vocosp) na visini y = btgp — gh?/(2vicos?y) (gl. 1.38),
kjer je tgp = h/b. Med tem ¢asom se tar¢a spusti za g/
2 = gb®/(2v3cos®y), kar pomeni, da pade do vigine h —
gt¥/2 = h — gb*(2vicos®y) = y nad tlemi, enako kot
izstrelek. Dobljeni rezultat je neodvisen od velikosti
zacetne hitrosti v, izstrelka. Ce je ta vedja, zadene
izstrelek tarCo prej in na vegji visini, kot e je manj3a;
vedno pa prideta do istega mesta v istem trenutku.
Pogoj je le, da je kanon usmerjen proti zaetnemu
mestu tarce, ko ta zaéne padati.

Kolikdna mora biti zagetna hitrost izstrelka (v,), da
zadene ob tar¢o v vodoravni smeri? Razdalja b mora
biti enaka polovici dometa, to je (gl. 1.41): b = (@
g)singeosp = (vi/gltge/(1 + tgp) ali v3 = gb(1 +tg?g)/
tge = g(b® + K)/h.

Vodoravni met

je poseben primer poSevnega meta s ¢ = 0. Telo odleti
z zacetno hitrostjo vy v vodoravni smeri. Ker ves &as
pada, je ugodno, &e navpi¢no os koordinatnega
sistema (0s y) zasukamo navzdol, tako da je koordinata

y telesa med padanjem ves ¢as pozitivna (slika 1.34).
Velja:

VW=V, Vv =gt ter

x= v, y=gt?/2 (1.43)

Iz enacb (1.43) eliminiramo &as t in dobimo enaébo
parabole, ki opisuje vodoravni met:
y=gx¥2V3 (1.44)

Ta se ujema s parabolo posevnega meta (1.38), te
vzamemo @ = 0 in upostevamo, da je koordinatni
sistem obrnjen.

Hitrost v na globini y je:
V=v+ =i+ g% =1+ 20y

kar Ze poznamo (gl. 1.42)

Primera:

1. Reaktivno letalo leti na visini h = 500 m s hitrostjo
Vo = 720 km/h v vodoravni smeri, ko sprosti bombo. Po
kolikénem Casu, kje in s kolik&no hitrostjo udari bomba
na tla? Kje je tedaj letalo? Upor zraka zanemarimo.

Ko se bomba na visini h lo¢i od letala, zaéne prosto
padati z za¢etno hitrostjo v, v vodoravni smeri. Na tla

pade po Casu t = V2h/g =10s(gl.1.43) in sicer na od-
daljenosti x = vyt =2 km od vznozi$&a letala ob sprostitvi
bombe. Hitrost bombe ob udarcu je v = VV§ + 2gh =
= 220 m/s. Bomba leti v vodoravni smeri enako hitro
kot letalo (ker zanemarimo upor zraka), torej je letalo

ves €as tik nad njo.

2. Tovorni vagon (njegova dolZina je b = 10 m) pelje s
stalno hitrostjo v; = 20 m/s. V trenutku, ko je spredniji
del vagona pod mostom, odvrzemo z mostu kamen z
zagetno hitrostjo vy v smeri voznje. Kolik§na mora biti
najve¢ja in najmanj$a zagetna hitrost kamna, da kamen
pade na vagon? Most je na vidini h = 5m nad va-
gonom.

Najprej ugotovimo, da mora biti v, < v4, saj bi drugage
kamen prehitel vagon in padel pred njim na tla. Kamen
pada do tal t = V2h/g =1 s. Med tem asom se v vodo-
ravni smeri premakne za vt, sprednji del vagona pa v
enaki smeri za vit. Kamen $e pade na vagon, &e je:

vit—b < vt ali
Vo> vy — b/t =10 m/s

Kamen moramo odvreéi najmanj s hitrostjo 10 m/s in
najve¢ s hitrostjo 20 m/s.

Enakomerno krozenje

je gibanje po kroznici (polmer 1) s stalno obodno hitro-
stjo v (slika 1.35). Két g, ki ga radij r oklepa z izbrano
smerjo, npr. z osjo x, linearno naraséa s éasom:

@ = wt
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kier je » kotna hitrost, to je kot, ki ga radij opise v y
casovni enoti (merska enota je s7"). Med enim obho-
dom 1, opi$e radij polni kot 2z (radianov), torej je:

w =27ty = 27v (1.45)

Tu je v frekvenca kroZenja, $tevilo obhodov v asovni
enoti (sekundi):

W= 1/t0

dmax

Kotna hitrost @ je premo sorazmerna z obodno hitro-
stjo v. V kratkem &asovnem intervalu dt se radij zasuée Slika 1.30
za kot dp = wdt, telo na kroZnici pa se premakne za
lo¢ni element ds = rdg. Velja:

v=ds/dt=rdg/dt=rw ali w=wvr (1.46)

Ker je obodna hitrost stalna, ni tangentnega pospeska
(gl. str. 8): & = 0. Celoten pospesek a telesa je pravoko-
ten na tirnico (kroZnico); to je radialni pospesek a,,
tako da se telo giblje po kroZnici. V kratkem éasovnem
intervalu dt se radij r zasuée za két dp = = wdt; za
tolikSen kot se zasucée tudi vektor hitrosti v (slika Slika 1.31
1.36a). Vidimo, da je sprememba hitrosti dv usmerjena

k srediS¢u kroZenja, v smer radialnega pospeska a,.

Velikost te spremembe izradunamo iz trikotnika na sliki Vip—ea¥ e
(1.36b): dv je kratek lok na krogu s polmerom v, zato : iv \\
velja dv = vde = adt  ali i £ B3
| -

a. = vdg/dt = v

r @ h ; \‘ﬂ
Telo, ki enakomerno kroZi s stalno obodno hitrostjo v ' N\ !
po krogu s polmerom r, se giblje z radialnim pospe- } X \\i

Skom: /K
a,= va = V/r=re? (1.47) = J )

ki ima smer k sredis¢u krozenja. Slika 1.32

Enakomerno kroZenje lahko sestavimo iz dveh pravo-
kotnih harmoniénih nihanj — sinusnega in kosinus- — ’
nega. 1

Recimo, da senca kroZe&ega telesa na koordinatni osi
x niha kosinusno, npr.:

X = rcos(wt) (1.48a)

senca na osi y pa sinusno:

y = rsin(ot) ' (1.48b)

Velja:

X+ ¥ = 7 [sin*(ot) + cos¥wd)] = A

kar je enacba kroga s polmerom r in srediddem v

koordinatnem izhodi$éu. Telo se torej zares zadrzuje R X
na kroznici. Poglejmo e, kako se po njej giblje. i =
~ <, Vy
Ve = dx/dt = - rwsin(wt) 4 i
v, = dyldt = rocos(e?) (et T.87) "X,
V=¢R+v=rw ali e
y N

Slika 1.34
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Dobili smo ze znani rezultat: hitrost enakomerno kro-
ZeCega telesa je stalna (neodvisna od ¢asa). Da je ta
hitrost zares tangentna na kroznico, dokaZemo z
enacbo: r- v =0, kjer je r krajevni vektor telesa (gl. 1.1),
ki ima v naSem primeru obliko:

T = xe, + ye, = rcos(wt) e, + rsin(wtf) e,
V= ve, + Ve = - rusin(of) e, + rocos(wt) e,
r-v = rPo [cos(wl) e, + sin(wt) e,] - [~ sin(wt) e, +
+ cos(wt) e,]

Ker sta enotina vektorja e, in e, pravokotna drug na
drugega, velja:

ee, =0 ter e,re,=e, e =1

in dobimo rezultat r - v = 0, kar smo zeleli dokazati.
Pokazimo $e, da je pospesek a enakomerno kroZeéega
telesa usmerjen k sredis¢u kroZenja.

a, = dv/dt = — re’cos(wt)
a, = dv,/dt = — re’sin(ot)
a = a.e, + ae, = — ro” [cos(ol) e, + sin(l) e,]

Pospesek a ima_nasprotno smer kot radij r, torej je

zares usmerjen k sredi$¢éu kroZenja.
Dokazali smo, da lahko enakomerno kroZenje predsta-

vimo kot kombinacijo dveh pravokotnih harmoniénih -

nihanj (sinusnega in kosinusnega) z enako frekvenco;
amplituda nihanja dolota polmer kroZenja, krozna
frekvenca pa kotno hitrost. Nihajni ¢as sestavljenega
nihanja se ujema z obhodnim ¢asom nastalega kroze-
nja (ko senca na koordinatni osi zaniha za en nihaj,
napravi kroZede telo en obhod). Velja tudi obratno: ée
projiciramo enakomerno kroZenje na steno, ki je pra-
vokotna na ravnino kroZenja, dobimo harmoniéno ni-
hanje.

Primer:

Telo krozi enakomerno po krogu s polmerom r =
= 10 cm; v eni minuti napravi 120 vrtljajev. Kolikéni sta
obodna in kotna hitrost? Za kolikien két se zavrti radij
v 0,5 sekunde? Kolik je radialni pospesek?

v = 120/1min = 120/60s = 2/s
w = 2xv = 47 rad/s = 12,6 rad/s
v=rw=10cm - 12,6/s = 1,26 m/s

Frekvenca 2/s pomeni, da telo v eni sekundi napravi
dva obhoda, torej se radij v 0,5 sekunde zasuée za 360°
(en obhod), kar izraGunamo tudi iz enacbe:

@ = ot =4xrad/s - 0,5s = 27 rad = 360°
a = Vir=1,26°m? %10 cm = 15,8 m/s?

Neenakomerno kroZenje

Poleg radialnega pospeska imamo tudi tangentni
pospesek a, tako da se spreminja velikost obodne

hitrosti v (gl. str. 8) in s tem tudi kotna hitrost w. Zaradi
tangentnega pospeska kroZenje ni enakomerno,
obodna in kotna hitrost se spreminjata s ¢asom. Ce
ima tangentni pospedek smer obodne hitrosti, se ta
poveCuje s Casom — kroZenje je pospe$eno. Pri
nasprotni smeri tangentnega pospeska pa je kroZenje
pojemajoce, obodna in kotna hitrost se s ¢asom zma-
njsSujeta.

dv  d(rw) de
= S = 1.4
et at  ar (1-43)
a = dw/dt (1.50)

Kvocient spremembe kotne hitrosti (dw) in ¢asovnega
intervala (df), v katerem se ta sprememba zgodi, se
imenuje kotni pospesek (a); pove spremembo kotne
hitrosti v ¢asovni enoti, merska enota je rad/s? ali kar
/s®. Pri enakomernem krozenju je kotni pospesek ni¢:

a = 0 enakomerno kroZenje

Tangentni pospesek je povezan s kotnim pospeskom,
oba skupaj pa sta v zvezi z neenakomernim kroZenjem
(pospesSenim ali pojemajocim). Ce je tangentni pospe-
Sek ves Cas enako velik (a, = konst), je konstanten tudi
kotni pospe$ek; tak3no krozenje je enakomerno
pospeseno (oziroma pojemajote): kotna hitrost ena-
komerno narasca (pojema) s asom:

o = dw/dt = konst. = (@ — wy)/t ali

w, je zaCetna kotna hitrost, to je kotna hitrost v tre-
nutku t = 0, ko za¢ne delovati kotni pospesek.
o = dp/dt ali

dp = wdt = t(oog + at)dt

¢= [dp= Of(wu + at)dt

@ = wt + at/2 (1.52)

Enaébi (1.51,52) zdruzimo, da dobimo zvezo med
kotno hitrostjo w in kotom ¢. Iz prve enaébe izrazimo ¢
in ga vstavimo v drugo enaébo (glej podobno izpeljavo
za premo gibanje, str. 13). Dobimo:

|

Kotne koli¢ine @, @ in a imajo pri krozenju podobno
vlogo kot koli€ine x, v in a pri premem gibaniju.

(1.51)

(1.53)

Primera:

1. Telo zagne kroZiti s stalnim kotnim pospeskom. Po
¢asu 5 s se njegova kotna hitrost poveda na 4,5 rad/s.
Koliksen je kotni pospesek? KolikSen kot opise radij v
tem Casu? Kolik8en tangentni pospesek je potreben za
taksno kroZenje, ¢e je polmer krozenja 20 cm?

wy =0

a = (o- wy)t = wt=45rad - s'/5s = 0,9 rad/s?
@ =wpt+ a2 = a2 =09 rad - 52 255%2 =

= 11,25 rad = 645° = 360° + 285° (en obhod in pri-
blizno tridetrt)

a = ra = 20cm - 0,9/ = 18 cm/s?
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2. Ventilator se vrti s frekvenco vy = 10/s, ko v trenutku
t= 0izkljuéimo motor. Od tedaj naprej se ventilator vrti
enakomerno pojemajoce. KolikSen je kotni pojemek,
ce se ventilator po 25 vrtljajih $e vedno vrti s kotno
hitrostjo @ = 5 rad/s? Po kolikdnem &asu () od izklju-
titve motorja se ventilator ustavi?

Zacetna kotna hitrost je wy = 27y, = 20x rad/s, po 25
vrtljajih (to je po kotu ¢ = 25.2x rad) pa znada w. Velja
(gl. 1.53):

o® = wf — 20 (a je tu kotni pojemek)
a = (wf — 0?)/2¢ = 3,87/s>

Ko se ventilator ustavi, je @ = 0 in:

0=awp—atalit=wja=53s

Kotne koli¢ine kot vektorji

Pri vsakem gibanju je pomembna smer, zato so koli-
éine, ki opisujejo gibanje, vektorji. Tudi kotnim koli¢i-
nam ¢, w in «, s katerimi obravnavamo kroZenje telesa,
lahko pripisemo vektorsko naravo. Medtem ko je smer
vektorjev r, v in a pri premem gibanju bolj ali manj
oc¢itna, pa se moramo o vektorskem znacaju kotnih
koli¢in $e dogovaoriti.

Usmerjenost ravnine krozenja (ravnine x—y) v prostoru
izrazimo s smerjo vektorja kota ¢. Ta ima po dogovoru
smer osi krozenja, to je pravokotno na ravnino kroze-
nja (slika 1.38). Ali je @ usmerjen navzgor ali navzdol,
ugotovimo s pomodjo desnosuénega vijaka. Ce vijak
zavrtimo v enaki smeri, kot v ravnini krozenja merimo
kot ¢, se premakne v smeri vektorja ¢. Velikost vektorja
@ je kot @, ki ga v ravnini kroZenja opise radij kroze-
Cega telesa.

Vektor kotne hitrosti w je dan z enaébo:
o = de/dt (1.53a)

kar pomeni, da ima smer spremembe vektorja ¢. Obi-
¢ajno je ravnina kroZenja v prostoru stalna, zato ima ¢
ves Cas enako smer, spreminja se (narasca) le njegova
velikost. Zato ima vektor  enako smer kot ¢, to je smer
krozilne osi (slika 1.39). Smer vektorja o ugotovimo z
desnim vijakom ali z desno roko. Ce zakrivljene prste
desne roke usmerimo v loku vzdolz smeri krozenja,
kaZe iztegnjen palec smer vektorja .

Tudi vektor kotnega pospeska:

a = do/dt (1.53b)

ima smer kroZilne osi, in sicer enako smer kot w, e je
krozenje pospeseno (slika 1.40a), ter nasprotno smer,
¢e je kroZenje pojemajoce (slika 1.40b).

Obodno hitrost v krozecega telesa lahko izrazimo z
vektorskim produktom:

kjer je r krajevni vektor telesa, merjen iz poljubne tocke
na vrtilni osi (gl. sliko 1.40c). S tem produktom je
"pravilno podana tako velikost (gl. 1.46) kot smer
obodne hitrosti kroZzeéega telesa.

Slika 1.35

Slika 1.36

b)

Slika 1.37

Slika 1.38
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Relativno gibanje

Uvodoma smo omenili, da je gibanje telesa odvisno od
koordinatnega sistema, v katerem ga opazujemo.
Lahko dobimo povsem drugaéno sliko gibanja, ¢e opa-
zujemo iz drugacnega koordinatnega sistema. Zato
mora biti vedno jasno, na kateri koordinatni sistem se
opis nekega gibanja nanasa.

Opazovalec meri relativne oddaljenosti telesa (v razli¢-
nih trenutkih) od osi koordinatnega sistema, v katerem
opazuje gibanje telesa. Privzame, da njegov koordi-
natni sistem miruje. Tudi ¢e se koordinatni sistem v
resnici giblje glede na okolico, se z njim vred giblje tudi
sam, zato tega gibanja ne uposteva.

Zgodi se, da gibanje telesa opazujejo razli¢ni opazo-
valci iz razliénih koordinatnih sistemov, ki se razli¢no
gibljejo. Vsak pazovalec opazuje gibanje iz lastnega
koordinatnega sistema (kot da bi ta miroval) in njegove
ugotovitve se nanasajo na njegov sistem opazovanja.
Problem nastopi, ¢e je treba izjave posameznih opazo-
valcev o vrsti gibanja medsebojno primerjati.

Recimo, da neko gibanje opazujeta opazovalec iz
»mirujoéega« koordinatnega sistema (x, y — npr. na
zemeljskih tleh) ter opazovalec iz koordinatnega
sistema (x, ¥’ — npr. na viaku ali ladji), ki se glede na
prvi sistem giblje translatorno s hitrostjo v (slika 1.41).
Ce telo za gibajoéega se opazovalca miruje, pomeni,
da se telo giblje enako kot koordinatni sistem, to je s
hitrostjo v, glede na mirujoéi sistem. Mirujoci opazova-
lec v tem primeru trdi, da se telo giblje s hitrostjo vo. V
splosnem se telo v gibajoéem se sistemu giblje. Opazo-
valec v tem sistemu npr. izmeri hitrost v'; to je rela-
tivna hitrost telesa glede na gibajogi se koordinatni
sistem. Opazovalec iz oddaljenega mirujogega sistema
pa mora tej hitrosti pristeti hitrost vo gibajocega se
sistema, da dobi hitrost v, s katero se telo giblje v
njegovem, mirujogem sistemu:

v=v'+Vg (1.54)
Velikost te hitrosti izratunamo iz enacbe:
V= v2 4+ + 2V vcosp (1.54a)

kjer je ¢ kot, ki ga oklepata relativna hitrost v’ in hitrost
Vo.

Primeri:

1. Plavanje plavalca prek dero&e reke smo obravnavali
na strani 19. Gledano iz koordinatnega sistema, ki se
giblje skupaj z deroco reko s stalno hitrostjo v vzdolz
brega, se plavalec giblje enakomerno s hitrostjo vy
proti nasprotnemu bregu; ta hitrost je torej relativna
hitrost (v) plavalca glede na gibajogi se sistem.

Opazovalec z brega pa hitrosti v, priteje hitrost reke
vy in dobi celotno hitrost v = v’ + Vg, s katero se
plavalec giblje glede na breg. Ker je tu ¢ = 90°, je V¥ =
= v} + V4, Kar Ze poznamo.

2. Letalo leti s stalno hitrostjo v, v vodoravni smeri. V
danem trenutku letalec odvrze bombo. Za opazovalca
na tleh bomba pada po paraboli vodoravnega meta (gl.
primer na strani 20). Kako pa vidi bombo padati letalec

iz letala? Ker je stalno pod njim in ker se pospeseno
oddaljuje od njega, se mu zdi, da bomba pada enako-
merno pospeseno navpiéno navzdol kot pri navadnem
prostem padu. Tu je V' = gt v smeri navzdol, v, pa je
vodoraven. Hitrost bombe glede na tla torej znasa: v =
= (F+ O™

3. Ladja plove proti severu s stalno hitrostjo v, ki jo
selimo dologiti. Ce ni drugih pripomockov, si lahko
pomagamo s podatki o hitrosti vetra na ladji. Recimo,
da mirujoéi potnik na ladji ugotovi, da veter piha proti
severu s hitrostjo v; = 10 m/s (zastava na jamboru
plapola v smeri voZnje). Potem ladja podvoji hitrost
plovbe proti severu; tedaj se smer vetra na ladji obrne —
veter piha proti jugu s hitrostjo v, = 5m/s. (Kako
plapola zastava na jamboru). Zanima nas hitrost in
smer pihanja vetra glede na obalo.

Veter piha s hitrostjo v proti severu. V prvem primeru je
¢ = 0°, v drugem pa 180°, zato velja (gl. 1.54a):

V=V + B+ 2viv= v+ (2v)? — 21 - 21 ali
V=V + vy =2v— Vs

Sledi: vp = vy + Vo = 15 m/s ter v = 2v; + v, = 25 m/s.

4. |z avtomobila, ki vozi po vodoravni cesti, opazujemo
padajoce snezinke. Ce avto vozi s hitrostjo v, = 15 m/s,
vidimo snezinke padati nazaj pod kotom a; = 30° glede
na navpiénico (slika 1.42a). Ko se hitrost avtomobila
podvoji, se két padanja snezink poveta na a, = 49°
(slika 1.42b). S kolikéno hitrostjo (v) in v kateri smeri
sneZinke padajo glede na tla?

Snezinke padajo s hitrostjo v pod kotom a glede na
navpiénico na tla, glede na vozedi avito pa z relativno
hitrostjo v} v prvem primeru in s hitrostjo v,v drugem.
Velja:
Vi + vy =V =¥+ 2V
Ti enacbi napisemo posebej za navpi¢ne projekcije
hitrosti in posebej za vodoravne. Za prvo enatbo do-
bimo:

vicosa; = V cosa
vising, = vsina + v

Dobljeni enaébi delimo, da se neznani v; krajsa:
tgey = (v sina + vp)/(v cosa)

Za drugi primer, ko se v, povega na 2V, in a; na ay, pa
velja:

tga, = (v sina + 2v)/(v cosa)
|z zadnjih dveh enacb izratunamo:

v cosa = vo/(tga, — tgay) = 26 m/s
v sina = v(2tgay — tgap)/(tga, — tgay) = 0,11

in dobimo:
tga = 2tgay — tgap = 0,00 ter & = 0° ter v = 26 m/s

Snezinke padajo navpiéno navzdol s hitrostjo 26 m/s.
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Relativni pospesek

Zgoraj smo obravnavali relativno hitrost v/, to je hitrost,
ki jo izmeri opazovalec v gibajoéem se koordinatnem
sistemu. Koliko se ta razlikuje od hitrosti v, ki jo izmeri
opazovalec v »mirujoCem« sistemu, je odvisno od
hitrosti vo, s katero se koordinatni sistem giblje glede
na mirujoci sistem. Velja: v = v' + v,

Razlicni koordinatni sistemi se gibljejo z razli¢nimi
hitrostmi v razliénih smereh. Ce je hitrost v, koordinat-
nega sistema stalna, to je ée se koordinatni sistem
- giblie enakomerno, se koordinatni sistem imenuje
inercialni koordinatni sistem. Inercialni koordinatni
sistem se giblje premocrtno in ves ¢as enako hitro, npr.
letalo, ki leti v ravni ¢rti s stalno hitrostjo, vlak na ravni
progi itd. Hitrost je poljubna (lahko tudi zelo velika),
vendar se ne sme spreminjati. Koordinatni sistem je
neinercialen, ¢e se njegova hitrost spreminja s
¢asom; sistem se npr. giblje pospeSenc ali pojema-
joce, krozi ali se vrti in podobno. Zemlja je neinercialni
koordinatni sistem tako zaradi dnevnega vrtenja okrog
lastne osi kot zaradi letnega kroZenja okrog Sonca.
Vlak na ravnem tiru je na zadetku voZnje, ko pospesuje,
neinercialni koordinatni sistem, ravno tako na koncu,
ko se ustavlja; na vmesnem delu poti, ko vozi enako-
merno, pa je inercialni koordinatni sistem. Kaksen
koordinatni sistem je vlak, ko vozi skozi ovinek? Kaj pa
dvigalo med dviganjem in spuscanjem?

Poleg relativne hitrosti nas zanima tudi relativni
pospesek. Kolikden pospesek a’ izmeri opazovalec v
gibajotem se koordinatnem sistemu in kako se ta razli-
kuje od pospeska a, ki ga za isto telo izmeri opazovalec
v mirujocem sistemu? O¢itno je razlika med njima
odvisna od pospeska a,. gibajoCega se koordinatnega
sistema. Podobno enacbhi (1.54) za relativno hitrost
napi$emo tudi enacbo za relativni pospesek:

a=a'+ag (1.55)
V zvezi z relativnim pospesSkom izstopajo inercialni
koordinatni sistemi, ki se gibljejo brez pospeska: a; =
= 0. Zanje torej velja: a’ = a. Pospesek telesa je v
vseh inercialnih koordinatnih sistemih enak. Ne glede
na to, iz katerega inercialnega koordinatnega sistema
merimo pospesek, dobimo enak rezultat. Vsi inercialni
koordinatni sistemi (neodvisno od njihove hitrosti) so,
kar se pospesSkov ti¢e, enakovredni. Zato tudi ni
pomembno, s kolik§no hitrostjo se giblje koordinatni
sistem, v katerem opazujemo gibanje, dokler je ta
stalna. Razlika pa je bistvena, €e se hitrost koordinat-
nega sistema spreminja, to je ¢e je koordinatni sistem
neinercialen.

Primer:

Opazovalec v dvigalu, katero prosto pada (recimo, da
se pretrga nosilna vrv dvigala), spusti telo in opazuje
njegovo padanje k tlom dvigala. Telo pada glede na
Zemljo (ki jo imamo za mirujo¢i koordinatni sistem) s
pospeskom prostega pada: a = g. Z enakim pospe-
Skom pada tudi dvigalo, to je gibajoci se koordinatni
sistem: g, = g. Opazovalec v dvigalu torej trdi, da ima
prosto telo v dvigalu pospesek 8’ =a—a,=g—-g=0.
Spuséeno telo se ne spusti k tlom dvigala, kot da nanj
teza ne bi delovala, »lebdi« v zraku. Opazovalcu v
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padajo¢em dvigalu se zdi, da so vsa telesa v dvigalu
(skupaj z njim samim) v brezteznem stanju. Zunanji
opazovalec pa ve, da to ne drzi. Telo v resnici prosto
pada, toda enako padajo tudi tla dvigala, zato se razda-
lja med telesom in tlemi ne spreminja — telo »lebdi«
nad tlemi. Podobne razmere so v vesoljski ladji, ki krozi
okrog Zemlje. Ladja (in vsa telesa v njej) sicer prosto
pada, vendar se obenem giblje tudi v vodoravni smeri,
tako da kljub prostemu padanju ne pade na tla, ampak
se giblje okrog Zemlje.

Vrtenje koordinatnega sistema

Translatorno gibanje neinercialnega koordinatnega
sistema ne povzroca posebnih tezav. Ker se vsak del
koordinatnega sistema giblje z enakim pospeskom aj,
je razlika med pospeS$koma a’ in a ne glede na lego
telesa dana z enacbo (1.55): a = a’ + a,. Bolj se je treba
potruditi, ¢e se koordinatni sistem vrti, torej ce
moramo upostevati radialni pospesek koordinatnega
sistema, ki pa je za razlicne dele koordinatnega
sistema razli¢en.

Kot primer vrteega se koordinatnega sistema vze-
mimo kroZno plos¢o, ki se vrti okrog simetrijske osi s
stalno kotno hitrostjo w. Na plos¢o poloZzimo telo.
Njegovo gibanje opazujeta opazovalec, ki sedi na
plos¢i in se skupaj z njim vrti, ter zunanji — mirujogi
opazovalec. V ¢em se njuni ugotovitvi o gibanju telesa
razlikujeta?

Najprej si mislimo, da telo na plos¢i miruje. Opazovalec
na plod¢i trdi, da telo miruje, da sta njegova rela-
tivna hitrost in pospesek nig: v/ = 0 in a’ = 0. Zunaniji
opazovalec pa vidi, da se telo vrti na oddaljenosti r od
osi s stalno kotno hitrostjo w, da se torej giblje z
obzodno hitrostjo v = rw in z radialnim pospeskom a =
ro-.

Pri drugem poskusu zalu¢amo telo s stalno hitrostjo v
vzdolZ radija pro¢ od osi vrtenja. Zunanji opazovalec
zatrjuje, da se telo giblje enakomerno s stalno hitrostjo
v; radialno navzven, plo§éa pod njo pa se vrti. Pospe-
Sek telesa v mirujocem sistemu je torej ni¢: a = 0.

Kak$no gibanje pa zazna opazovalec na plosg¢i? Ali
drugace, kakdno tirnico zariSe telo na plos¢i? Plos¢o
npr. poérnimo s sajami, tako da telo pusti za sabo sled,
ki jo nato analiziramo.

Med ¢asom ¢, ko se telo oddalji od osi za r = v, se
plod¢a zasuce za kot ¢ = wt. Obliko tirnice, ki jo pri tem
telo zari$e na plos¢i, najlazje ugotovimo, ¢e si mislimo,
da plo$¢a miruje in da se radij vektor r, vzdolZ katerega
telo potuje s stalno hitrostjo v;, suée s kotno hitrostjo w
v nasprotni smeri, kot se zares vrti plos¢a. Opazovalec
na plodc¢i »vidi«, da se telo ne le oddaljuje od osi,
ampak obenem tudi kroZi s kotno hitrostjo w, tako da
je:

r=wt=(vo)p

Oddaljenost kroglice od osi se pove¢uje premo soraz-
merno z zasukom ¢ plo$¢e. Opazovalec na plo$éi vidi,
da je hitrost telesa na plo&¢i (to je relativna hitrost v’)
sestavljena iz hitrosti vy v smeri radija in tangentne
hitrosti rw, to je:

v = V¢ + (rw)?

(Slika 1.43) (1.56)

Smer te relativne hitrosti je tangentna na tirnico, ki je
zarisana na plosci.

Nekoliko bolj se je treba potruditi, da dobimo relativni
pospesSek a' telesa na plo$¢i. Tega razstavimo na nor-
malni pospesek a,, ki kaZze v smeri radija k osi, in na
komponento a, v smeri pravokotno na radij (slika 1.44).
Radialni pospesek a, suka smer obodne hitrosti row,
zato je usmerjen k osi in enak ro + @ = ro® (gl. 1.47).
Pravokotna komponenta relativnega pospeska (a,) je
sestavljena iz dveh delezev: zaradi spremembe veliko-
sti obodne hitrosti rw odpade delez d(rw)/dt = wdr/dt =
wvy, zaradi sukanja smeri radialne hitrosti v, pa delez
viw, 10 je skupaj: a, = 2wv,. Celoten relativni pospesek
torej znasa:

a' = V(ro?)? + (2ow)?

Po tem uvodu si oglejmo, kako se gibanje telesa v
vrteéem se koordinatnem sistemu obravnava v splos-
nem — v vektorski obliki. Inercialni koordinatni sistem
(x, ¥, ) miruje, neinercialni sistem (x’, y', z') pase vrti s
kotno hitrostjo @ npr. okrog osi z'. Zaradi matematiéne
preglednosti vzamemo, da koordinatni izhodi$éi obeh
sistemov sovpadata (0 = 0’), ravno tako tudi osi zin z'.
V zacetku (t = 0) se osi obeh koordinatnih sistemov
pokrivajo (e, = e,, e, = e, e, = e;). Enotini vektorji
ey, €, in e, mirujoCega koordinatnega sistema so kon-
stantni, vektorji e, e/ in e, pa spreminjajo smer. Po
Casu tse osi x' in ¥’ zasuceta za két ¢ = wt, zato je (gl.
sliko 1.45):

(1.57)

e, = e,cos(wf) + e,sin(wi)
e, = — g,sin(wf) + e,cos(wt)
e, =g,

(1.58)

Vrtenje koordinatnega sistema x’, y’, z' okrog osi z’
najmocneje vpliva na relativno gibanje telesa v ravnini
x' — y', zato opazujemo gibanje telesa v tej ravnini;
vzamemo z = z' = 0. Krajevni vektor r(t) telesa P v
ravnini x' — y' oziroma v ravnini x — y je v mirujoéem
koordinatnem sistemu izrazen s komponentama x(f) in
¥(f), v vrteCem se koordinatnem sistemu pa s kompo-
nentama x'(f) in y'(f), zato velja (gl. sliko 1.46):

r=xe,+ye,=x'e +ye (1.59)
Vektorja hitrosti ¥ in pospeska a telesa v mirujoéem
koordinatnem sistemu sta enostavno izraZena z enaé-
bama 1.3 in 1.7 (ker so enotini vektorji e,, e, in e,
konstantni):

v = dr/dt = (dx/dt)e, + (dy/di)e, = vie, + vye, (1.60)
a = dv/dt = (d’x/dt)e, + (d*y/dP)e, = a.e, + a8,

Podoben izraz lahko napi$emo tudi za relativno hitrost
v’ in relativni pospesek a’, le da uporabimo kolidine,
ustrezne za vrte¢i se neinercialni koordinatni sistem:

v' = (dx'/dt)e, + (dy'/dt)e, (1.61)
a’ = (d®'/dP)e;, + (d%y'/dt2)e, ’
Zanima nas zveza med v in v’ ter med a in a’. Hitrost v
= dr/dt izrazimo s komponentami v vrte¢em se koordi-
natnem sistemu (gl. 1.59) in dobimo:

v = (dx'/dt)e; + (dy'/dtjey + x'(dey/dt) + y'(dey/dt)

fro————
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Enotina vektorja ey in e, zado$¢ata enacbama (1.58),
zato velja:

de,/dt = — wsin(wt) e, + wcos(wl) e, = we,
dey/dt = — wcos(wt) e, — wsin(wl) e, = — wey

in dobimo:
V=V + ox'e —wye;

Ker je vektor kotne hitrosti m v smeri osi 2’ (0 = we})
in ker je vektorski produkt e; X e, = e, ter e, X e, =—
ey, lahko zadnja ¢lena na desni strani zgornje enacbe
izrazimo z vektorskim produktom o X r, tako da je:

v=v +oXr (1.62)

Dobljeni rezultat se ujema z rezultatom (1.56), ki smo
ga izpeljali za poseben primer, da se telo v mirujoéem
sistemu giblje s stalno hitrostjo v, v radialni smeri, to je
zav = vy (1/r).

Zvezo med absolutnim in relativnim pospeskom izpe-
liemo takole:

a = dv/df = dv'/dt + wd(x'e) - y'e})/dt =
= (d>¢'/dt’)e; + (d®y'/di)e, + (dx'/dt)(del/dt) +
+ (dy'/df)(dey/dt) + w(dx'/d)e; + wx'(de)/dt) —

- o(dy'/dfe, — vy’ (de/dt) =
a=a'+20(dx'/dt)e,—2w(dy'/dl)e,—w’x'e;—w’y'e)

a=a +2oXv -’ (1.63)
ali obrnjeno:
a'=a+2vXo+ o’ (1.63a)

Opazovalec v vrte¢em se koordinatnem sistemu mora k
« pospesku a, ki ga izmeri zunanji, mirujoéi opazovalec,
dodati $e &lena 2v’ X in w?r, da dobi relativni pospe-
Sek a’, kakrSen se kaze v njegovem koordinatnem
sistemu. Prvi dodatek (2v' Xw) se imenuje Coriolisov
pospesek a,, drugi (w’r) pa centrifugalni pospesek.

ay = w’r (1.64)

Zadniji je usmerjen pro¢ od osi vrienja.

Coriolisov pospesek

Je tisti del relativnega pospeska v vrte€em se koordi-
_natnem sistemu, ki je odvisen od relativne hitrosti;
definiran je z enacbo (gl. zgoraj):

(69

Coriolisov pospes$ek upostevamo le, &e se telo v vrie-
tem se koordinatnem sistemu giblje (e je v’ 4 0). Na
»mirujoce« telo (to je za v’ = 0) Coriolisov pospesek
»ne deluje«. Ravno tako ni tega pospeska, Ce se telo
giblje vzdolz rotacijske osi, torej ¢e je v’ vzporeden
kotni hitrosti o (vektorski produkt v/ X w je tedaj nig),
tako da je oddaljenost telesa od osi ves &as enaka.
Coriolisov pospe3ek nastopi, ¢e se telo ali priblizuje osi
ali oddaljuje od nje, kar pomeni, ¢e se giblje skozi
mesta, ki imajo zaradi vrtenja koordinatnega sistema
razlicne obodne hitrosti. Coriolisov pospesek je naj-
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vedji pri telesih, ki se gibljejo v ravnini, pravokotno na
os vrtenja. Smer Coriolisovega pospeska je pravokotna
tako na smer relativne hitrosti v’ kot na smer rotacijske
osi (w), in sicer kaZe v desno, &e gledamo v smeri
relativne hitrosti v’ (slika 1.47).

-Uginek Coriolisovega pospeska nazorno pojasnimo
takole: Recimo, da se telo giblje proti osi (slika 1.47). V
zacetku je telo Se daleg od osi in ima razmeroma veliko
obodno hitrost v desno (enako kot koordinatni sistem
na tej oddaljenosti). Nato se giblje skozi mesta koordi-
natnega sistema, ki imajo vse manj$o obodno hitrost v
desno, samo pa $e obdrzi prvotno veliko obodno
hitrost. Torej telo »prehiteva« bliznja mesta koordinat-
nega sistema (tal) v desno. To relativno zavijanje telesa
v desno popise Coriolisov pospesek.

Poglejmo, kako telo prosto pada v navpiénem jasku, ki
je npr. skopan na ekvatorju (slika 1.48). Kamen spu-
stimo nad sredino jaska. Pricakovali bi, da bo med
padanjem ves ¢as nad sredino jadka in da bo padel na
sredino jaSkovega dna. Pa ni tako. Kamen pade na dno
vzhodneje od sredine. Ce je jasek dovolj globok, se
zgodi, da kamen zadene ob vzhodno steno jaska, Se
preden doseze dno. Ta odklon od navpi¢nega padanja

je posledica vrtenja Zemlje; razlozimo ga s Corioliso-

vim pospeskom.

V zadetku (ko ga spustimo) se kamen giblje (enako kot
zemeljska tla) proti vzhodu z vodoravno (obodno)
hitrostjo Rw (R je polmer Zemlje = 6400 km, w je kotna
hitrost dnevnega vrtenja Zemlje = 22/24h = 7,3.107%s).
Navpicna projekcija hitrosti (v)) se med pospesenim
padanjem enakomerno povecuje: v, = gi, vodoravna
pa ostaja stalna. Stena navpiénega jaska se na globini
y giblje proti vzhodu z obodno hitrostjo w(R - ), torej
kamen na globini y prehiteva steno z relativno hitrostjo
v;, ki jo dologimo s Coriolisovim pospeSkom a, =
= 2v,o = 2wgt = dv/di ter dv, = 2wgtdt oziroma
v, = wgt? = dx'/dt. Vzhodni premik kamna na globini y
zna8a: X' = wgt®/3. V prvem priblizku (Ee zanemarimo
centrifugalni pospesek v primerjavi s teznim) lahko
zapidemo: y = gt*/2 in dobimo:

X = (w/3) V8ylg

Za y = 100 m dobimo x’ = 2,2 cm.

Gibanje teles glede na zemeljsko povrsje, posebno
gibanje velikin razseznosti (ki segajo npr. éez konti-
nente) pravilno pojasnimo, ¢e upostevamo Coriolisov
pospesek. Pasatni vetrovi, ki na severni polobli pihajo
proti jugu (proti ekvatorju), se zaradi Coriolisovega
pospeska odklanjajo proti zahodu (slika 1.49), saj pri-
hajajo na obmo¢ja, ki imajo veéjo vzhodno obodno
hitrost kot sami, zato zaostajajo — se odklanjajo proti
zahodu. Podobno se odklanjajo juzni pasatni vetrovi, ki
se z juzne poloble priblizujejo ekvatorju.

Anticiklon (A) so vetrovi na obmoé&ju visokega zrac-
nega tlaka. Ako se Zemlja ne bi vrtela, bi se zracni
tokovi $irili radialno navzven iz centra A visokega zrac-
nega tlaka (Ertkane &rte na sliki 1.50a). Vrtenje Zemlje
pa »povzrogi« Coriolisov pospeSek, zaradi katerega
vetrovi zavijejo bolj v desno (polne &rte na sliki 1.50a).
Ciklonski vetrovi se §irijo proti sredis¢u (C) nizkega
zradnega tlaka (Grtkane €rte na sliki 1.50b), zaradi
Coriolisovega pospeska pa se odklanjajo v desno
(polne &rte na sliki 1.50b) in tvorijo znacilen vrtinec.

Coriolisov pospesek je posledica vrtenja Zemlje. Z opa-
zovanjem gibanja, ki je v zvezi s Coriolisovim pospe-
dkom, lahko torej sklepamo o vrtenju Zemlje, npr.
merimo njeno kotno hitrost. Lep primer te vrste je
Foucaultovo nihalo, to je zelo dolgo nitno nihalo z zelo
dolgim nihajnim &asom (v nekaterin naravoslovnih
muzejih sega to nihalo skozi vsa nadstropja od strehe
do tal). Nihalo niha z dolgimi nihaji. Zaradi vrtenja
Zemlje se ravnina nihanja navidezno (glede na zemelj-
ska tla) suce v smeri sukanja urnega kazalca s kotno
hitrostjo wsing, pri ¢emer je w kotna hitrost dnevnega
vrtenja Zemlje, @ pa geografska Sirina kraja. To sukanje
najhitreje dojamemo, ¢e je nihalo na severnem polju
(¢p = 90°). Nihajna ravnina nihala je tedaj ves ¢as enaka,
toda Zemlja pod nihalom se vrti s kotno hitrostjo o (v
obratni smeri kot urni kazalec), zato opazovalec na tleh
vidi, da se nihajna ravnina nihala vrti v smeri vrienja
urinega kazalca s kotno hitrostjo w. Na ekvatorju (¢ =
= 0°) se nihajna ravnina Fuucaultovega nihala ne vrti
glede na zemeljska tla. Za tla na vmesni geografski
Sirini @ razstavimo vektor kotne hitrosti @ vrtenja
Zemlje na navpi¢no komponento wsing (pravokotno na
tla) in na komponento wcosg v smeri zemeljske vrtilne
osi. Komponenta wcosg je kotna hitrost, s katero se
vzhodno obzorje spuséa, zahodno pa dviga, oziroma s
katero se nebesni svod nad nami pomika od vzhoda

proti zahodu. Za Foucaultovo nihalo je pomembna

navpi¢na komponenta kotne hitrosti — wsing. S to
kotno hitrostjo se namre¢ tla na geografski Sirini ¢
vrtijo okrog navpiéne osi (pravokotno na tla) v obratni
smeri vrtenja urnega kazalca (velja za severno po-
loblo).
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