Osnove kvantne mehanike

NACELA KVANTNE MEHANIKE

9.1.1 Nacelo statisticnega opisa
o lzida poskusa s posameznim kvantnim delcem ne moremo z gotovostjo napovedati (npr.
ne moremo napovedati v kateri tocki bo zadel zaslon naslednji elektron pri poskusu, ki

smo ga predhodno opisali.
o V splosnem pa so mozZne napovedi za mnozico delcev.

o Vpeljemo verjetnostno gostoto O =¥ ¥

Bistvene lastnosti interferencne slike elektronov na 2 rezah razlozimo s seStevanjem valovnih

funkcij.

Valovna funkcija (funkcija stanja)

poy el (9.1.1)

nk gibalna koli¢ina elektrona

p=
9.1.2
ho =W =W, +V_ | polna (celotna) energija elektrona (12

Uvedli smo funkcijo stanja W(F,t), ki vsebuje vse informacije o stanju kvantnega delca.
Verjetnost, da se delec nahaja na izbranem mestu v volumnu dV okoli tocke s krajevnim
vektorjem T je W WdV, kjer velja:

[¥wav=1 (9.1.3)
\

Pri¢akovana vrednost koordinate x (povpre¢na koordinata x):

(X)= [ xpdx= [ x¥"Pdx= [ ¥'xPdx (9.1.4)

kjerje p =¥ ¥ verjetnostna gostota.
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Heisenbergovo nacelo nedolocenosti

Werner Heisenberg
(1901 - 1976)

AXA p, 2h
AyAp,2h (9.1.5)
AZADp,>h

Nacelo nedolocenosti brani kvantno mehaniko. Heisenberg je ugotovil, da bi se kvantna
mehanika zrusila vase, ¢e bi mogli hkrati natan¢neje izmeriti lego in gibalno koli¢ino. Zato
je predlagal, naj to ne bi bilo mogoce. Fiziki so se zamislili in poskusali, ¢e jim morda to le
ne bi uspelo. A nih¢e od njih ni mogel najti poti, po kateri bi bilo mogoce hkrati natancneje
izmeriti lego in gibalno koli¢ino ¢esarkoli — zaslonke, elektrona, biljardne krogle. In tako
kvantna mehanika Se nadalje obstaja. (R.P. Feynman, R.B. Leighton, M. Sands: The
Feynman Lectures in Physics. Quantum Mechanics, New York, Addison — Wesley, 1965,
str. A-3 111).

pred trkom

foton V

Q_C

elektron

po trku

sipani foton ;

odbiti elektron

Ocena produkta nedolocenosti lege elektrona ( AX ) in Y (Ej ~h
nedolocenosti gibalne koli¢ine elektrona (Ap): Ax
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Ce pri poskusu s curkom elektronov poskusimo izmeriti skozi katero reZo je el kateri
elektron skupna verjetnostna gostota p=p, +p, Nima za dve rezi znalilnih interferencnih

vrhov in dolin. Verjetnostna gostota za elektrone, ki so §li skozi desno rezo je p,,

verjetnostna gostota za elektrone, ki so §li skozi levo reZo pa je p, .

izvor elektronov

merilnik 1 merilnik 2
AN
| | X
AN
| X
P=p+ pz/\
X

¢e pa ne poskusimo izmeriti skozi katero rezo je Sel elektron dobimo :

izvor elektronov

1 2
wiyo | B | E Il

= =

PEPTP,

>V
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Nacelo superpozicije

Ce smo hoteli pojasniti interferenéne poskuse z elektroni smo morali privzeti, da se funkcije
stanja W (imenovane tudi valovne funkcije — od tod ime »valovna mehanika«) lahko
seStevajo.

To pomeni: ¢e sta W, in ¥, funkciji stanja je tudi vsaka linearna kombinacija
Y=c ¥ +c, ¥, (9.1.6)
tudi funkcija stanja, kjer sta c1 in c2 kompleksni $tevili.
Ce pisemo:
Y, =[P e in W, =]V, |e (9.1.7)
potem je
¥ =¥ ¥=(c, ¥, +c,¥,) (¢, ¥, +C, ¥, )=
=|c, LIfl|2 +|c, T2|2 +c, ¥, c, ¥, +c P, c, P,

torej:

P =[P, |" +|c, ¥,

Verjetnostna gostota:

p=VY

posledica : interferencni vzorec za delce
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Operatorji

Klasi¢na mehanika

Dinami¢no stanje masne tocke je popolnoma dolo¢eno v vsakem trenutku, ¢e poznamo
njeno lego in gibalno koli¢ino.

Dinamic¢ne spremenljivke so:
o lega, gibalna koli¢ina

o vrtilna koli¢ina
o kineti¢na energija (W, )

o potencialna energija (V, )

o celotna energija (W =W, +V, )
V Kklasi¢ni mehaniki poznamo vrednosti dinamic¢nih spremenljivk natan¢no vsaj v nacelu.

Mozno jih je izmeriti v vsakem trenutku.

AT dF (dx dy dz]
=lim o= == 25 5L S (v vy,
A0 At dt L dt dt  dt y
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Kvantna mehanika : operatorji

V¢asih imenujemo dinamicne spremenljivke tudi opazljivke (ali observable).
Vendar pa le te v kvantni mehaniki niso merljive brez omejitev, kakor so v
Newtonovi mehaniki. To kaZe Ze nacelo nedolocenosti. Zato je bolje ne
uporabljati imena »opazljivke« in ostati pri terminu »dinami¢na spremenljivka«.

Dinami¢nim spremenljivkam v kvantni mehaniki priredimo OPERATORJE.

Obravnavajmo prost delec z maso m, ki se giblje vzdolZ osi x in ima 0Stro dolo¢eno gibalno
koli¢ino P =( px,0,0) . Ze pri interferenénih poskusih z elektroni smo zapisali valovno

funkcijo takega delca v obliki:

Y=Y, exp[i(l?-r—a)t)] |
kjer je f)=h|2 gibalna koli¢ina in W=hw polna energija.

Valovna funkcija delca z ostro dolo¢eno gibalno koli¢ino:
¥ (x)

Valovna funkcija delca, katerega gibalna koli¢ina ni ostro dolocena:

196



Za poseben primer gibanja delca z ostro dolo¢eno gibalno koli¢ino p,
vV smeri X-0si zapisemo ustrezno valovno funkcijo W v obliki:

W=, exp|i(p, x-Wt)/7]|

. . _Ihi‘P:px\P
Velja torej : O X :

%f_/
operator

Definiramo operator x-komponente gibalne koli¢ine : pX

[f)y:—ihi
oy

.. O
p,=—i—
P: 0z
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W=, exp|i(p, x-Wt)/7|

., O
o h=Y¥Y=WY
Velja torej : ot
operator
N .. O
Definiramo operator polne energije: o ot

Operatorji za komponente krajevnega vektorja r=(x, vy, z):

X =X
y=y
l1=12

(x)= T X pdx= T XV W dx= T PIXW dx
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Ker je tudi potencialna energija V (F)odvisna samo od F=(x,y,z) velja:

Operator potencialne energije \7 (r) =V (r)

Operator kineti¢ne energije:

mv P A .
kineti¢ne energija W, = —2 = % =—1hV
A2 2
TPy
operator kineti¢ne energije ' om - om

82 82 82
Vies—+—+—
oxX® 0y° o0z

Preizkus (1-D): prost delec z ostro doloceno gibalno koli¢ino p, za potencialno energijo
V(x)=0

hz 62 i(pyx-Wt)/h hz pf pf i(px-Wt)/h
“amae (Fof ) gt Tam W (o) (6219

Lastne vrednosti operatorjev:
AY =AY

A je lastna vrednost operatorja A
¥ je lastna funkcija operatorja A

4WQT:RT
0 X -

%/_J
operator

ihQ‘I’:W‘P
ot

operator
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V kvantni mehaniki uporabljamo linearne operatorje:

A(Y,+¥,) = A¥, +AY,

A(c ¥, +c, ¥,)=¢, (A‘Pl)+ c, (ATZ )
Produkt operatorjev v splosnem ni komutativen:
A, B]-AB-BAx0

komutator

Pri¢akovane vrednosti

Ze prej smo definirali

(X) = T ¥ x WP dx= T ¥R dx
Posplo_éitev: _

1-D: (A)= ]O PAY dx= T AP dx

3-D: (A)=[¥AWW,

KjerdV =dxdydz
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Tabela operatorjev

Operatorji dinami¢nih spremenljivk

Dinami¢na spremenljivka Operator
koordinata .................o..... X R =
koordinata ....................... y y=y
koordinata ........................ z 7=z
krajevni vektor ................. r f=r
potencialna energija ........V (r) V=V (r)

komponenta gibalne koli¢ine p,

komponenta gibalne koli¢ine p,

komponenta gibalne koli¢ine p,

vektor gibalne koli¢ine ....... p

kineti¢na energija ............. W,

)sz_—(hz/Zm)(az/axz+52/8y2+62/622 )

polna energija ...... W=W, +V

H=T+V




SCHRODINGER-jeva ENACBA s ¢asovno odvisnostjo

'/ A

Erwin Schrodinger
(1887 —1961)

Za prost delec z ostro doloc¢eno gibalno koli¢ino (V (X):O) zapisemo funkcijo stanja v
= ellPr

obliki 0 :

Od tod pa sledi:

2 2 2
e 0 lP_pXIP

fyo Oy
2m O X 2m

A .
WY=17—¥VY=WVY
ot
2
Ce je delec prost, za katerega velja V (x)=0, torej W =W, = Zpr; , velja:

TY =WVY oziroma :
Casovno odvisna Schrodinger-jeva enacba za prosti delec (1-D)

2 2
SRR PR
2m 0 X ot

Posplositev na 3 — dimenzije:

2
gy inly
2m ot
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Ce na delec deluje zunanjasila : F=- gradv (r’ t)
je celotna energija

2
p r A
H :ﬂ"'v (I‘ 7t) in ustrezen operator za potencialno energijo V =V

Torej je operator celotne energije:

N h°
H=——V*+V (F,t)
2m

Operator H imenujemo Hamiltonov operator (hamiltonijan)

n’ 0

Posplositev Schrodinger-jeve enacbe za prost delec ™ VW=ih x Y

za primer delca z od ni€ razli¢no potencialno energijo V (T ,t)je torej:

2m

2
{——VZ +V (r,t)]{’:iha—w
ot

Zgornjo enacbo imenujemo Schrodinger-jeva enacba s ¢asovno odvisnostjo,

katere resitev je valovna funkcija

Y=Y (r,t)

Opomba (pozor) : v gornji enacbi je potencialna energija

Vv (f,'[) v splosnem odvisna kraja in ¢asa
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SCHRODINGER-jeva ENACBA brez ¢asovne odvisnosti

Ce potencialna energija V(f) ni odvisna od ¢asa tudi Hamiltonov operator

A h _
H=— %VZ +V (I‘) ni odvisen od ¢asa.

Casovno odvisno Schrédinger-jevo enatbo poskusamo v primeru V (F,t) =V (f)

resiti z nastavkom za valovno funkcijo v obliki:

®(r,t)=W(r) f (t) (©3.1)

. n’ _ . 0D
Ce vstavimo nastavek za resitev (9.3.1) v {—%Vz +V (r )} O=ih 3t

dobimo:

|hg(\P(F) f (t)){——V%V(F)}P(F) f(t) oziroma:

ih\P(r)d ;t(t) _ f(t){—%vz‘P(F)+V(F)‘P(F)} [w(r) (1)
ftt) d ;t( t):w%r){‘ th T (r)‘l’(r)} (9.3.2)
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L1 df(t 1 h? _ R
Obe strani enacbe Ihf(t) dt()=\P(r)[—ZmVZ‘P(r)+V(r)‘P(r)}

X .. e ..
samo funkcija t samo funkcija

J

sta enaki konstanti, ki jo ozna¢imo z E. Le v tem primeru je namre¢ enacba
resljiva.

Torej:

i %—L in %t(t)=Ef(t) , (9.3.3a)
1 {_ﬁv \p(r)+v(r)\y(r)} =E. (9.3.3b)

w(r)[ 2m -

Enacbo (9.3.3b) imenujemo Schrodinger-jeva enacba brez
c¢asovne odvisnosti:

(9.3.4a)

Resitev enacbe (9.3.3a) in g Lt( )_ =Ef(t) Je
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iE
f(t)=C expﬁ—%j (9.3.4b)

Ker je splosna resitev @(F,t)="¥(F) f (t), ne izgubimo ni¢ na splosnosti, & postavimo
C=1L

q)(r,t)z‘{'(r)exp(—7j (9.35)

Valovno funkcijo ¥ (f) izraCunamo iz Schrodinger-jeve enacbe brez ¢asovne odvisnosti,
(enacba (9.3.4a)):

{——Zvuv(r)}\{'(r): E w(r)

2m last lastna
° 4 ‘ fas Ea-- vrednost
Hamiltonov operator unkctja
2
S R Gl cass
\ 2m lastna

) lastna

funkeija vrednost

Hamiltonov operator

je enacba tipa A‘"Pn = AhLPn

Ce eni lastni vrednosti An ustreza veé linearnih neodvisnih lastnih funkcij pravimo tem
lastnim funkcijam degenerirane funkcije.

Kaj predstavlja konstanta E, ki ima dimenzijo energije?

Ob upostevanju definicije Hamiltonovega operatorja lahko zapiSemo enacbo (9.3.6a) v obliki:
H ¥ (r)=E¥(r) (93.60)

A 2
Vidimo, da je E je lastna vrednost Hamiltonovega operatorja H =—2h—V2 +V (F), funkcija
m

¥ (F) pa je ustrezna lastna funkcija.
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Ce z operatorjem polne energije W =ih§ delujemo na splosno resitev

cD(F,t)=‘P(F)exp(—%] (enacba (9.3.5) od prej) dobimo:

in o (r.)- E{‘P(r)exp(—-—ﬂ, ©37)

kjer je E lastna vrednost operatorja polne energije W =ih% : CD(F, t) pa je ustrezna lastna

funkcija. Iz enacbe (9.3.7) sledi, da je E polna energija sistema.

Funkcija stanja ®(F,t) :\P(F)exp(—%j ustreza ostro dolo&eni polni energiji sistema.

Pri¢akovana vrednost polne energije za ®(F,t), (E) je zato enaka E:

<E>=jq>*(r,t)ih§q>(r,t)dv=jEcD*<1>dsz Kierje dv —dxdydz
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ai (E)=[@"(Ft)H@(r,t)dV =[E® @ddV =E
kjer upostevamo Schrédingerjevo enacb brez Casovne odvisnosti :

2

[—f—mvhv(r)}y(r): E Ww(r) in dV =dxdydz
lastna

\ vrednost

R o ()]

) lastna
funkcija

~
Hamiltonov operator

Prehod iz kvantne mehanike v klasi¢no (Newton-ovo) mehaniko

Ehrenfestovi enacbi (1-D):

d(p,)__Jov
T:_ & klasi¢no (Newton): ma, = d( ;ntvx)z d(?tx =F = —%/
d(x _
Q =m™ < px> klasi¢no (Newton): dx_1 (mv,)=m"G,
dt dt m

Prehod k makroskopskim telesom: (x) —x(t)
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DELEC V NESKONCNI RAVNI POTENCIALNI JAMI

9.4.1 Klasi¢na mehanika

Spekter energij je zvezen.

AN
:
iz

9.4.2 Kvantna mehanika

-a 0 +a X

0, —a<x<a

Potencialna energija: V (x)= { (9.4.1)

00, |X| >a

KerV—o>owzalx>a = p=¥ ¥=0 zalx>a

Torej: ¥ (x)=0 pri x=*a
oV podrogju, kjer V (x) = 0 ima Schrodingerjeva enacba brez ¢asovne odvisnosti obliko:

n? d*¥(x)
2m  dx?

= El}l(x), oziroma

)iy | (9.4.2)

dx?
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kjer smo definirali: k> _2m E (9.4.3)

hZ
Splosna resitev enacbe (9.4.2) je:

W (x)=Acoskx+Bsinkx (9.4.4a)

Ker zahtevamo W (x=%a)=0, od tod sledi:

Acoska =0 (9.4.4b)
Bsinka =0 o
Enacbi (9.4.4b) sta hkrati izpolnjeni v dveh primerih:
. B=0, coska=0 Il. A=0, sinka=0
n:n_”:n_”, n=135,... kn:n_”:n_”, N=2,46, -
2a L 2a L
lastne funkcije: ¥, (x)=A, cosk,x lastne funkcije: ¥, (x)=B, sink,x
[ (0w, ()=t = A == B, =
’ ” Ja " Va
¥, (x) LN ¥, (x) N LLAN
Ja  2a Ja  2a
n=13,5, n=2,4,6,
Torej:
Lin Il : kn=”T”, 1,2,3,4,5,- ,
kjer smo kn definirali kot k? :il—rzn E, (glejte enacbo (9.4.3)), od koder sledi:
2 22 2,2 2
n=knh S . n=1234,.. (9.4.5)
2m  2mL

SKLEP: ENERGIJA JE KVANTIZIRANA!
Posledica: ¢rtasti spektri izsevane svetlobe!
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8ma? Energijski nivoji Valovne funkcije

——E, ¥, (%)
7T°h Wy
16 n=4 Ny
14—
12 —
10 - _ TN
gl n=3 N
6 ¥,
4 - n=2
1 b4
2 n=1 S
0 N,
X -a 0 a

Lastne funkcije so ortogonalne : _[ YL (X)W, (x)dx=0, e n=m

Verjetnostna gostota:
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o Koncéna potencialna jama
!

o Klasi¢na slika: energijski spekter je vedno zvezen

2
= Ceje (Zpr:] +VJ <V, = jedelec vedno ujet v potencialni jami

® najmanj$a mozna energija je lahko ni¢.
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HARMONSKI OSCILATOR

Potencialna energija:

Vieh

A\

Razvoj potencialne energije okrog tocke x = a:

V(x)=V(a)+ (x-a) V'(a) + 5 (x-a) V*(a)+--
\Y '(a) je ni¢ ker je minimum
V"(a) je k

V(x)=V(a) +% k(x— a)2 (delec v paraboli¢nem potencialu)

Izhodis¢e koordinatnega sistema premaknem v minimum potencialne energije:

Ce V (a)=0 1
izberemo: in(a)—O }3 V(X)=§kxz Hook-ov zakon

F=-dV/dx=-kx ; ma=-kx
A V(%)

~

s . y y : . . . 1
o Schrodinger-jeva enacba brez ¢asovne odvisnosti za potencialno energijo: V =5 kx?:

2 2
_h_d\P_g’()+lkX2xp(X)=Eq1(x) (9.5.1)
2m  dx 2

Uvedemo nove brezdimenzijske spremenljivke:
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a=2E | (9.5.2)

E=ax (9.5.3)

1 1
Kier je a—(m—kj“ —(@jz
) \n

Ob upostevanju definicij (9.5.2) in 9.5.3) iz enacbe (9.5.1) sledi:

d*W¥ (&)
d&?

+(A-&%)¥(&)=0 (9.5.4)

Asimptotske oblika enacbe (9.5.4) za || > (|§ |2 >> /1) :

2
¥ sw-o (9.5.5)
d¢é
Resitev enacbe (9.5.5) za |§ |—>oo mora biti kon¢na. Nastavek za splosno reSitev enacbe

(9.5.5) zato napiSemo v obliki:
W(E)=H(&)e (9.5.6)

kjer je H neznana funkcija. Nastavek (9.5.6) vstavimo v enacbo (9.5.4). Tako dobimo
novo enacbo za H(&):

d?H
dé

ki jo imenujemo Hermitova diferencialna enacba.

—25%—?41—1) H=0, (9.5.7)

Resitev Hermitove diferencialne enacbe so Hermitovi polinomi H (&), kjer

A=2n+1, n=0,1234,5,.. (9.5.8)
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Hermitovi polinomi:

Il
[N
(o))

Oy
S
|

N
(o]

e
N

+
H
N

2E | (9.5.9)

1z enacbe (9.5.9) pa lahko izrazimo lastne energije:

En=ha)(n+%} n=0123 .. |, (9.5.10)
kjer a):\/z.
m
V(x)
\ / .
\ J—
o fime
E
| / E,
X
Lastne funkcije so torej: ¥, (£)=N, H, (£)e”?, n=0,12,3. (9.5.11)

Vrednosti normalizacijske konstante N, dolo¢imo iz pogoja j YW dé=1:

N, =(a/ Vw2 )" (9.5.12)
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Verjetnostna gostota:

a) Posplositev (dve masi) -primer: 2-atomna molekula, katere atoma sta vezana z

efektivno interakcijsko silo, ki jo opiSemo v okviru Hookovega zakona z efektivno
interakcijsko konstanto k:

Virr

v

L= reducirana masa
k = integracijska konstanta

En:ha)(n+%j, n=0,12,3
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Tabela: Osnovne vibracijske frekvence in efektivna interakcijska konstanta za nekatere
2-atomne molekule

molekula frekvenca absorbcije interakcijska konstanta k
svetlobe za prehod iz stanja [N/m]
n=0 v stanje n=1
HF 8.72x10" Hz 970
HCI 8.66x10™ Hz 480
HBr 7.68x10" Hz 410
HI 6.69x10" Hz 320
Co 6.42x10" Hz 1860
NO 5.63x10" Hz 1530

Iz: G. M. Barrows, The Structure of Molecules, New York, W. A. Benjamin, 1963.
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VODIKOV ATOM

Vodikov atom se sestoji iz protona z maso m =1.67-10"" kg in nabojem +e, ter elektrona

z maso m,=9.11-10"'kg in nabojem —e,.

V teziS¢nem sistemu protona in elektrona je:
m +m

El_ — pp e'e :O, (9.6.1)
(m,+m

Vv v

kjer je 1, krajevni vektor iz izhodiSCa teziS¢nega koordinatnega sistema do protona in T,
krajevni vektor do elektrona. Iz enacbe (9.6.1) sledi:

m, F,+m,;, =0 . (9.6.2)

Enacbo (9.6.2) odvajamo po Casu:

dr r

m ey 9o (9.6.3)
dt dt

oziroma:

m, V,+m,V, =0, (9.6.4)

dr r
kjer je v, :d_tp hitrost protona in v, :(:i_rte hitrost elektrona. Iz enacbe (9.6.4) sledi:

v="Ley. (9.6.5)

p

3

p

A%

... m . . . . .
Ker je —=<<1 od tod sledi, da je v teziS¢nem sistemu vodikovega atom (proton in elektron):
m
p

v, |<<[v.| (9.6.6)

Zato je tudi kineti¢na energija protona:

2
Wi o Zlmpvizlmp(&%} ZEmeVE LE] (9.6.7)

W, ==m, V., (9.6.8)
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torej:
%mp vy <<%mevez. (9.6.9)

Na osnovi veljavnosti neenacbe (9.6.9) v Schrodingerjevi enacbi za vodikov atom v prvem
priblizku uposStevamo samo kineti¢no energijo elektrona. Zato v prvem ¢lenu Schrodingerjeve
enacbe brez Casovne odvisnosti (9.3.6a) za maso m vstavimo kar maso elektrona m,:

2
{_th V%V(r)}if(r):E‘P(r), (9.6.10)
2 2 2
kjer je V2= 0 o +% in

——+
ox* oy 01°
_eg

, 9.6.11
Areyr ( )

V(F)=

elektrostatska potencialna energija elektrona v elektricnem polju protona, kjer je
r=yx*+y’+2° razdalja med protonom in elektronom. Zaradi veliko ve¢je mase protona m,

od mase elektrona m, je namrec¢ izhodi$ce tezis¢nega koordinatnega sistema prakti¢no kar na

mestu protona. Stacionarna Schrodingerjeva enacba (9.6.10) za vodikov atom v resnici
reSujemo v sferi¢nih koordinatah. Po daljSem rac¢unu dobimo za lastne vrednosti energije:

m, e; 13.6eV
=— =— , 9.6.12
" 32t n? n? ( :
kjer je glavno kvantno Stevilo
n=1,2,3,4, ... (9.6.13)

Enacba (9.6.12) je enacba (8.4.19), ki smo jo uporabili za opis Crtastega emisijskega spektra
vodikovega atoma.

Izpeljava lastnih energij vodikovega atoma En

= teziS¢ni sistem
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Definiramo krajevni vektor elektrona glede na proton:

el (9.6.14)

Iz enacb (9.6.2) in (9.6.14) sledi:

o oomr

F=—2> (9.6.15)
m,+m,

o= ELLES (9.6.16)
m,+m,

Hitrosti elektrona in protona v tezi§énem sistemu izrazimo iz gornjih dveh enacb kot:

v, = i, __ ™, v, (9.6.17)
dt  m,+m,
dar

y=—2— e g (9.6.18)
dt m, +m,

o dr

kijerje |V = — 9.6.19

jer m ( )

hitrost elektrona glede na proton.

S pomocjo enacb (9.6.17) in (9.6.18) izrazimo gibalni koli¢ini elektrona in protona v
teziS¢nem sistemu v obliki:

m, m,

P, =mV, = V=mv=p, (9.6.20)
m, +m,
mm, - -
p,=mV,=———vV=-mv=-p, (9.6.21)
m, +m,
kjer smo definirali reducirano maso vodikovega atoma:
1.1 (9.6.22)
m m, m

ZapisSimo Hamiltonov operator (hamiltonko), kakor imenujemo operator polne energije:

A2 F’jz
H=Le = y(r), (9.6.23)
2m, 2m,

kjer je potencialna energija V (F)definirana z enacbo (9.6.11).
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b= , (9.6.24)

kjer je p definiran v enacbi (9.6.20). Ob upostevanju definicije reducirane mase enacba
(9.6.22) enacbo (9.6.24) predelamo v:

A2 2
H - 2E_m_4 & (9.6.25)
mE, T

Kjer je r razdalja med protonom in elektronom. Ob upostevanju ﬁ:(ﬁjv prepisemo enacbo
- |

(9.6.25) v:
2 2
He Mye & (9.6.25)
2m Arreyr

V nadaljevanju uvedemo sferi¢ne koordinate:

X=rsing cos ¢
y=rsingsing
Z=rcos Y

v(o 12 1 &
ar'rod'rsindde

Ob upostevanju enacbe (9.6.25) zapiSemo Schrodingerjevo enacbo brez ¢asovne odvisnosti
za vodikov atom v sferi¢nih koordinatah:
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n’ e
-—— V- _|¥=EVY |, (9.6.26)
2m A gyr

kjer je

, 1 o0 ,0 1 o[ . 0 1 0?
Viess —| 1" — +—5——|siNd— |+ 5— 5 -
r-or or) r°singog 08 ) resin“9oe

Enacbo (9.6.26) poskusamo resiti z nastavkom:

Y (r,9,9)=R(r)Y(%0), (9.6.27)

kjer je funkcija R odvisna samo od r, funkcija Y pa samo od ¢ in ¢. Nastavek za reSitev
(9.6.27) vstavimo v enacbo (9.6.26):

2 2 2
L0 Ry L O Gng P Jre t TR |__% gy _gRY.
2m| rcor or resin$ o4 09 r-sin“9 op Ar g,r
(9.6.28)

Diferencialno ena¢bo (9.6.28) na obeh straneh ena¢aja mnozimo z —2mr? /A in delimo z
RY . Tako dobimo:

2 2
1 ﬁ(r@j+2_';’ —% L E|¢R|o _Li(singﬂ}%% -0,
Rl or or) n\4rmeyr Y |sing o9 0%) sin“ 9 op
(9.6.29)

Prvi (radikalni) del leve strani enacbe je odvisen samo od spremenljivke r, drugi (kotni) del pa
samo od ¢ in ¢. Ker je njuna vsota konstantna (v nasem primeru enaka ni¢), je lahko enacba

(9.6.29) v sploSnem izpolnjena le, ¢e sta radialni in kotni del leve strani enacbe (9.6.29) vsak
posebej konstantna. Oznagimo ustrezno konstanto z (((+1), torej:

2
1 ﬁ(ﬂ@}rz_q‘ & +E |r’R :f(ﬁ+1), (9.6.30)
R| or or) h°\4reg,r
2
1 ;i(singﬁ} 1 OV (), (9.6.31)
Y |sing o9 09) sin“ 4 op

Najprej bomo reSevali radialni del enacbe (9.6.29), torej enacbo (9.6.30). Enacbo (9.6.30)
mnozimo s funkcijo R in izvedemo parcialni odvod po r v prvem ¢lenu:

&

+EJr2R:RE(€+1)

223



in delimo z r?:

2 2 [((+1
d §+_2d_R+ Z_T R 2 ) R=0, (9.6.32)
dr* rdr | 72" \4rmeyr

r

kjer smo parcialne odvode nadomestili z navadnimi odvodi saj je funkcija R odvisna samo od
r. Enacbo (9.6.32) delimo z —~8mE /7’ :

n (d°R 2dR 1 2m e? h h C(0+1)
—— | St [+ o+ 72 7~ R=0.
-8mE (dr® rdr 4 1 drer(-8mE)” (-8mE) (—SmEjr2
hZ
(9.6.33)
Ob upostevanju definicije:
pzr( S”QEJ , (9.6.34)
h
lahko enacbo (9.6.33) prepiSemo v obliko:
2 ((C+1
d F§+Ed_R+ 1.n K 2 ) IR0 , (9.6.35)
dp® pdp 4 p p
kjer smo definirali:
“met YV
n=| — 0 , 9.6.36
[32 nl el E] ( )
Oziroma
__ mel
(9.6.37)

32278 W

V nadaljevanju najprej pogledamo resitve enacbe (9.6.35) za velike vrednosti p, to je za

velike oddaljenosti elektrona od protona. V limiti p—>oo lahko ¢lene z 1 in iz
P P
zanemarimo in zapiSemo enacbo (9.6.35) v obliki:
2
d ?—ER:O : (9.6.38)
dp° 4

Resitev enacbe (9.6.38) iS¢emo z nastavkom
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R=ge%

ki ga vstavimo v enacbo (9.6.38):
ste” _Lev 0,
4

od koder sledi:

oziroma s :i%. Splosno resitev enacbe (9.6.38) zato zapiSemo v obliki:

R=Ae”?+Be™"”.

Zahtevamo, da je funkcija za velike p kon¢na, od koder sledi A = 0, torej:

R=Be™”? |. (9.6.39)

V limiti p—0 obdrzimo v ena¢bi (9.6.35) le odvode in ¢len, ki je sorazmeren z 1/ p?

d’R Ed_R_f(fH)
2

h R=0. (9.6.40)
dp® pdp p

Resitev enacbe (9.6.40) iS¢emo z nastavkom:

R=p° (9.6.41)

> =s(s-1)p°2.

Vstavimo gornji nastavek za funkcijo R in njene odvode v enacbo (9.6.40):

s(s-1)p** Jrgs,os’l—ﬁ(f—:_l)ps =0,
p p

od koder sledi:
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p*?[s(s-1) +2s—£(0+1) ]=0,

oziroma:

pe[s*+s—L((+1) |=0,

od koder sledi:

s?+s—(((+1)=0,

oziroma:

s(s+1) =(((+1) . (9.6.42)
Resitvi enacbe (9.6.42) sta:

s=(in s=—(-1. (9.6.43)
Splosna resitev enacbe (9.6.40) je tore;j:

R=Ap'+Bp ™. (9.6.44)

Ker mora biti R za p — 0 kon¢na, od tod sledi B = 0, oziroma:

R=Ap' |. (9.6.45)

Na osnovi limitnih resitev (9.6.39) in (9.6.45) napiSemo nastavek za splosno reSitev enacbe
(9.6.35) v obliki:

R(p)=e"”/2 o W(p) , (9.6.46)

kjer je w neznana funkcija p .

Nastavek za reSitev (9.6.46) odvajamo po p:

_r
OI—R:e 2p' —1W+fp_1W+W' : (9.6.47)
dp 2
dR_ 1 -2,

_P
_=—Ze 2p [—%w+€p‘lw+w’}re Zﬁp“{—%w+ﬁp‘lw+w'}+

d
r (9.6.48)

2
+e 2p' {—%W’—fpzw + Eplw'+w'1 ,
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d?w

5 -

kjer je w :((jj_w in W’ = Izraze (9.6.46) — (9.6.48) vstavimo v enacbo (9.6.35):

0

R 2dR [ 1 n f(ﬁ+l)}R:O

do*> pdp | 4 p p
in dobimo:
P P : _p , 2 _yg 0(0+1
weZp+we 2p({—1+%+3} +we 2 p' N N [;2£+£— ( S ) =0
p P PP P p P
(9.6.49)
Iz enacbe (9.6.49) sledi:
pw”+w'[—p+2(€+1)] +W[—(€+1)+ n] =0 (9.6.50)
Enacbo (9.6.50) reSujemo z nastavkom:
w=>a p", a,#0. (9.6.51)
k=0

Nastavek (9.6.51) vstavimo v ena¢bo (9.6.50) in izraéunamo faktorje pred &leni p*:
pW > p(a,, p) = pa, (k+1)k o = a k(k+1) p*,

-pW = —p(a p*) =-pa ko =-akp",

2(0+1)W —2(L+1)(a., o) =2(C+1)a,,, (k+1) p*.

Na osnovi gornjih izrazov vidimo, da je faktor pred p* enak

3., k(k+1)-a k+2(c+1)a,, (k+1)+a, [—(¢+1)+n].

Ker je na desni strani enacbe (9.6.50) ni¢la, morajo biti v splosnem vsi faktorji pred p* na
levi strani enacbe (9.6.50) ni¢, ¢e hoCemo, da je nastavek (9.6.51) vedno resitev.

Torej:
a.,k(k+1)-ak+2(t+1)a,, (k+1)+a [—(¢+1)+n]=0, (9.6.52)
Iz enacbe (9.6.52) sledi:

8, [ k(k+1)+2(¢+1)(k+1)] =a, [k+ (£+1)-n]. (9.6.53)
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oziroma:

K+((+1)—
B K+((+)-n (9.6.53)
a, (k+1)(k+20+2)
Poglejmo limito B za velike vrednosti k:

ak
. 1+£+1—n .
lim 2L — fim k - (9.6.54)
ko k%(kﬂ)(“ 2K+2j k+1
k
Za primerjavo poglejmo razvoj eksponentne funkcije e”:
3 0 0

P, P L K
e’=1+ = = b o", 9.6.55a

TREPTREET kz k! kZ; o (9.6.552)
kjer je:
b _1 (9.6.55b)
k_k! : 0.
Vidimo, da velja:

|

b, Kk _ 1 (9.6.55¢)

b, (k+1)! k+1'

Iz primerjav enacb (9.6.51) in (9.6.55a) ter primerjave enacb (9.6.54) in (9.6.55¢) vidimo,
da je reSitev W (enacba (9.6.51)) v limiti kK — oo eksponentna funkcija. Torej:

w=e” za k - o, (9.6.56)

oziroma (glejte enacbo (9.6.46)):

_P _P _P
R=e2p'w=e2p'e’=e?2p zak—>ow. (9.6.57)
Resitev (9.6.57) v limiti velikih p — oo divergira, kar fizikalno ni smiselno, saj mora biti

valovna funkcija kon¢na. Zato moramo v neskon¢ni vrsti za funkcijo W (enacba (9.6.51))
obdrzati le kon¢no Stevilo Clenov:

N
w=>"a, p", (9.6.57a)
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_r
saj gre ¢len e 2 v funkciji R ( ,0) (enacba (9.6.46)) v limiti p — oo hitreje proti ni¢ kot vsak
polinom. Na ta nacin bo funkcija R tudi v limiti p — o kon¢na. Na osnovi povedanega za
funkcijo R ( p) (enacba (9.6.46)) predpostavljamo:

R(p)~e_§ o' {EN: a, pk}. (9.6.58)

Funkcijo (9.6.58) v limiti p — oo ne divergira.

V izrazu (9.6.57a) smo torej predpostavili, da ima vrsta za funkcijo w le N ¢lenov, zato mora
biti a,,,=0. Iz enacbe (9.6.53) sledi:

ay N+/+1-n

a, (N+1)(N+2(+2)’ (9.6.59)
od tod pa ob upoStevanju a_, =0:
N+(+1-n=0, (9.6.60)
oziroma:
n=N+(+1]. (9.6.61)

Kerje N > 0iz (9.6.60) sledi:
N=n-(-1>0,
oziroma:

0662)

V nadaljevanju iS¢emo koeficiente a, v izrazu (9.6.57a). Enacbo (9.6.50) zapiSemo v obliki:

PW +W [-p+p+1]+w[q - p]=0], (9.6.63)
kjer smo definirali:
p=20+1, (9.6.644)
q=C>+n. (9.6.64b)

Za posebni primer p=0 preide diferencialna enacba (9.6.63) v Laguerrovo diferencialno
enacbo (glejte Kreyszig, 1993)

229



pW +(1-p)W+qw =0, (9.6.65)

katere resitve predstavljajo Laguerrovi polinomi:

r o
w= L, ( p)=% iy [e” 0], (9.6.66a)

q
kijerje q=1,2, ...., dd_q pa predstavlja g-ti odvod po p - ju. Laguerrovi polinomi torej
0

resijo diferencialno enacbo (9.6.65):

d? d

Diferencialno enacbo (9.6.66b) odvajamo na obeh straneh enacaja po p - ju:

d’ d’ d d’ d

1 + +(-1)— +(1- +9—|L,=0,
1T e Sl
oziroma:

d? d? d
——+(2-p)—— -1)— |L =0.
@) e

Ce enacho (9.6.66b) p-krat odvajamo po p -ju dobimo:

dp+2 dp+1 dp
Pdpp+z+(P+1—P)dpp+l+(q—p)dpp L, =0 (9.6.67)

Enacbo (9.6.67) zapiSemo v obliki:

P& (peimp)Li(g-p) | L -0, (0.6.68)
dp’ dp dpP

Iz primerjave enacb (9.6.63) in (9.6.68) vidimo, da lahko reSitev diferencialne enacbe
(9.6.63) zapiSemo kot:

p df
doP

w=L? (p)=(-1) L, (p) |- (9.6.69)

V nadaljevanju eksplicitno zapiSemo Laguerrove polinome (enacba (9.6.66))
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e’ dv
Lq(p):adpq (eppq)

v obliki vrste tako, da izvr§imo odvode po p -ju:
i(e“ﬁ pq )=_e_qu +e_Pqpq_l
dp

2

dp’

(e—p pQ): e—ppq _2e—pqpq—1 +eq (q _1)pt1—2’

3

(67 p%)=—e"p"+3e " qp"" -3 *q(q-1) p** +eq(q-1)(q-2) ",

dp’
d* d m
G (& A= 2Cle o () a(a 1) - (a-m-+1), (9.6.70)
m=0

kjer je C;' binomski koeficient:

er 9@ (ammel) gt (9.6.71)
4 m! m!(gq—m)!

Izraz (9.6.70) predelamo v:

oziroma:

d - \ m ,— m O q'
d p° (eppq): mZ;)qup(_l) ml (9.6.72)

kjer smo upostevali:
Cy =C, ™" (glejte enacbo (9.6.71).

Laguerove polinome (enacba (9.6.66a)) lahko tako zapiSemo v obliki:

e’ Q m - mpmq!
L, (P)=E§Cq e’ (-1) prrat

oziroma:
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B q ql (_1)m pm
ml n;J(q_m)! m' m! (9.6.73)

ZC(

ZapiSimo Se enacbo (9.6.69):

w2, ()=(-1) -5 (p)=(1) L {Z ey ”m}

d o Im!m!
p s(a-m) (9.6.74)
g q!(—l)mm(m—l)---(m—p+1) )
=(-1 P m-p
(=3) mz::‘) (g—m)!'m! m! P
Uvedemo novo spremenljivko:
k=m-p = m=p+Kk.
Torej:
k+ k+
w—e (p)=(-1 q'(—l) (orp) (k) ke 82 (D et
= (a-p—k)(k+p)!(k+p)! k! = (q—p—k)!(k+p)k!
(9.6.75)
Upostevamo Se enacbi (9.6.64a) in (9.6.64b):
p=2(+1, q=(+n
od koder sledi:
q-p=n-C-1, (9.6.76)
torej:
Nt 1) (£+n)!
=L (e oa 9.6.77
S G I o s TR TR TS (:8.77)

Izraz za pridruzene Laguerrove polinome (9.6.77) predstavlja polinom (n—(—1)stopnje. Na
osnovi izraza (9.6.77) lahko sedaj kon¢no zapiSemo tudi koeficiente v izrazu (9.6.57a):

N
w=>a, p" |, (9.6.57a)

(<1)" (£+n)! (9.6.78)

T k) (204 1K) K |

kjer je v skladu z (enacbo (9.6.61)
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N=n-(-1.

L2/+1 .

Za ilustracijo zapiSimo Se nekaj vrednosti L |7, :

(=0, n=1 Lt(p):l,
(=0, n=2: I_ll(p):2—p,
(=1 n=2: L(p)=1,

Se enkrat zapisimo tudi energijo vodikovega atoma (enacba (9.6.37):

me?
E = | (9.6.79)
0

kjerjen=1,23,.... in (enacba (9.6.23):

kjer je m, masa elektrona in m_masa protona.

Vrnimo se sedaj k radialnemu delu valovne funkcije za vodikov atom:

P

R,~e2p'w, (9.6.58)

kjer je w definirana z enacbo (9.6.77). Radialni del valovne funkcije normiramo s predpisom:

w2, rrdr=1, (9.6.80)
0

kjer je v funkciji
R, =N, R, (9.6.81)

N,, normalitacijska konstanta. V integralu (9.6.80) vzamemo za infinitezimalni element

prostora dV =4z r*dr , kjer smo konstanto 4z skrili vN_, (glejte Bransden in Joachein,
2000)

1

_ 2 S(n_ﬁ_l)! ’ *f 0y 20+1
mn(_!(namj 2n(n+€)|] € p Ln—[—l(p) 1 (9682)
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Kjer je

m
a =l — |a,=1.005
m (mjao &

modificirani Bohrov radij, a, pa (prvi) Bohrov radij:

Azg i’

e0 me

=0.0529nm .

Iz zvez (9.6.34) in (9.6.79) sledi:

pP=—
na

m

Za ilustracijo zapiSimo nekaj primerov funkcij R, :

3 _

R, (r)=2a,%e ™,

r

1 -3 o
9:{ — 2 1_ am’
+(0 _ﬁ""m( _Zam]e

R (r):iafg e 22‘“.
21 2\/6 "\ a,

Na osnovi enacbe (9.6.80) definiramo radialno verjetnostno gostoto kot:

D, (r)=%%,r*.

(9.6.83)

(9.6.84)

(9.6.85)

(9.6.86)

Sledece tri slike prikazujejo odvisnost radialnega dela lastne funkcije vodikovega atoma R,

in radialne verjetnostne gostote D,, (r)=%? r* od normalizirane oddaljenosti med protonom

in elektronom v vodikovem atomu (r/a,, ).
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Iz enacbe (9.6.62) vidimo, da je najve¢ja mozna vrednost (=n-1. Za (=n-1 (n=(+1) je

L 2" neodvisnaod p, od koder sledi, da je za (=n-1:

_P
Roa~p e 2. (9.6.87)
Ustrezna vrednost radialne verjetnostne gostote D, ., (1) je zato:

2 492 2 2(n-1) .~ p 2 2(n-1) 2r | o 2r
D,oa(r)~ PR, ~r2p™" Ve ? ~r2ri"Vexp = r’" exp e (9.6.88)
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Verjetnostna gostota D ima maksimum pri:

n,n-1

dD r 2n
—“'”‘1( ) ~ 2nr2”1exp(— 2r j— ' 2exp(— 2r j:O :
dr na na na,

m m

oziroma
2n
(Zn gt 2 ] : exp(—AJ -0, (9.6.89)
na, na,
od koder sledi:
r=an’ (9.6.90)

Vrednost r=a_n® ustreza maksimumu radialne verjetnosti gostote D torej je to

n,n-1?
najverjetnejsa razdalja med protonom in elektronom v vodikovem atomu za (=n-1. Vidimo,
da r=a, n? nara$¢a s kvadratom glavnega kvantnega Stevila n. Podoben rezultat je dobil ze
Niels Bohr leta 1913. S to razliko seveda, da je r=a_n’ pri Bohru to¢no dolo¢ena razdalja

med protonom in elektronom, v zgornji izpeljavi pa le najverjetnejSa razdalja med protonom
in elektronom v vodikovem atomu.
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ENERGIJSKI PASOVI V KRISTALIH

Zaradi enostavnosti se bomo omejili na periodi¢ni Kronig — Penney-ev potencial.

o periodi¢na potencialna energija elektrona v kristalu (1 — dimenzionalni primer):

V(x+L)=V(x)

vV jami: V (x)=-V,
med jamami: V (x)=0

L

Slika 9.7.1: Periodi¢na potencialna energija s pravokotnimi odseki, imenovana Kronig —
Penney-ev potencial. Perioda ima dolzino L (Brensden & Joachim, 2000).

Schodingerjeva enacba (—V0 <E< O) :

2 d*y
viami: -2 EX)—VO‘P:E‘P, (9.7.12)
2m  dx
2 d*y
med jamami: _n EX) =EY¥ . (9.7.1b)
2m  dx

V nadaljevanju uvedemo novi spremenljivki:

2m . 2m
ﬂZZ?(VO—i_E) In (12=—?E,

tako, da enacbi (1a) in (1b) preideta v:

d*¥ (x)

Vv jami: e +B2 ¥ (x)=0, (9.7.2a)
2
b4

med jamami: ddxgx)—az‘}‘(x)zo. (9.7.2b)
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o Resitev enacb (2a) in (2b) is¢emo z nastavkom (Blochov teorem):

¥ (x)=e"u,(x) (9.7.3)

= kjerealen
* U, (X) je periodi¢na funkcija s periodo L, Kjer je L perioda kristala

Enacba (9.7.3) uposteva, da elektron v kristalni mrezi ne pripada samo enemu izbranemu
atomu, pac pa je verjetnost, da ga najdemo v blizini kateregakoli atoma v kristalni mrezi
enaka.

ZapiSemo resitev enacb (9.7.2a) in (9.7.2b) v podro¢ju ene celice v Kristalu
(a-L < x < a):

vjami: ¥=Ae” +Be ™, a-L<x<0 , (9.7.3’a)

izven jame: ¥ =Ce”+De ™™, O<x<a . (9.7.3°b)
Iz enacb (9.7.3), (9.7.3’a) in (9.7.3°b) sledi:

viami: u =Ae My Be Y a_L<x <0, (9.7.3a)

izven jame: u, =Ce!“ ™ +De ™ 0<x<a. (9.7.3b)

_ Dodatna zahteva: zveznost ¥ in W' na obeh robovih vsake potencialne jame,

V ( x) A
a-L 0 / a/ L
X
<>
- ~ =~ funkcijo v tem intervalu dobimo
celica zaradi periodi¢nosti s transformacijo

x—>x—L, torej:
u, = Aei(ﬂ—k)(x—L) + Bei(ﬁ+k)(x—L)

torej zveznost W in prvega odvoda W' (oziroma u, in u, )prix=a-L inx=0.
Iz zahteve po zveznosti u, in prvega odvoda u, prix =0, to je na desnem robu
potencialne jame, dobimo:

A+B=C+D, (9.7.4a)
[i(f-K)A=i(B+k)B=(a-ik)C - (a+ik)D. (9.7.4b)
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o

Iz zahteve po zveznosti u, in u, pri levem robu potencialne jame x = a - L dobimo:
Aefi(ﬁfk)b + Bei(ﬁJrk)b — C e(a—ik)a + De—(zx+ik)a ’ (975&)
i(B-k)Ae VP —i(B+k)BeV™ = (a—ik)Ce“ ™ —(a+ik)Del ™"  (9.7.5h)

kjer b = L-a.

Enacbe (9.7.4a), (9.7.4b), (9.7.5a) in (9.7.5b) so stiri homogene enacbe za A, B, C in
D. Pogoj za netrivialno reSitev tega sistema enacb je det ( S ) =0:

[(az—ﬁz)/Zaﬁ}sinh(aa)sin (Bb)+cosh(aa)cos (Bb)=cos(kL) |, (9.7.6)

kjer smo predpostavili -V, <E <0, Kkar ustreza vezanim stanjem..

Enacba (9.7.6) velja prav tako tudi za primer, ko je E >0, kjer

2m . .
al=— ?E <0, torej: a=ia'in zato:

[—(a'2+,32)/2a' ,B]sin (a'a)sin (Bb)+cos (a'a)cos (Bb)=cos(kL) | (9.7.7)

Enacbo (9.7.6) zapiSemo v obliki:

f(E)=cos(kL) (9.7.8)

Ker je [cos(kL)<1 = |f(E)[<1 za vse vrednosti parametrov modela (glejte
sliko 9.7.2).

fE

Slika (9.7.2): Odvisnost f(E), ki predstavlja levo stran enacbe (6), kot funkcija energije

E. Temne ¢rte na abscisni osi oznacujejo dovoljene vrednosti E, Ki
ustrezajo prevodnim pasovom. Prevodni pasovi so loceni s
prepovedanimi energijskimi pasovi podroc¢ja E, ki niso oznalena s
temnimi Crtami.
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o Vrednosti k-jev (Stevilo energijskih nivojev)

ZapiSemo periodic¢ni robni pogoj za cel sistem v obliki (glejte Se sliko 9.7.1):

¥ (x=0)=¥(x=NL) (9.7.9)

012 N

Ob upostevanju ¥ =e"*u, (X) iz zgornjega pogoja (9.7.9) sledi:
e’u, (x=0)=e""u, (x=NL). (9.7.10a)

Ob upostevanju U, (X)=U, (x+L), torej tudi u, (x=0)=u, (x=NL)
iz enacbe (9.7.10a) sledi e’ =e™"-, torej: (9.7.10b)
"™ =cos(kNL)+sin(kNL)=1 (9.7.10)

Iz enacbe (9.7.10) pa sledi:

kNL=n27Z' ’ n:01 il, i2

Torej: k_2n7z

=7 ,n=0,+1, £2,...
NL

T ) . ) . 2
Zaradi periodi¢nosti funkcij se torej E ne spremeni, ¢e kK — K+ nT.

. o Y 4 . y
Torej katerikoli interval k-ja Sirine T zadostuje za naSo obravnavo.

N dovoljenih vrednosti za
Izberemo —— <k<= k (oziroma E) , kjer je
L L N stevilo atomov v kristalu

Znotraj energijskih pasov (slika 9.7.2) za izbrano vrednost k-ja v intervalu

V4 T e y
-—<k <I izraCunamo ustrezno energijo nivoja iz enacbe (9.7.8).
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o Diskusija: ko se razdalja med potencialnimi jamami L povecuje (glejte Se sliko 9.7.1),
se energijski pasovi za —V,<E<0 ozajo. V limiti L—>o se skr¢ijo v
diskretne energijske nivoje izoliranih kon¢nih potencialnih jam.

E A

o lzolator: izolator ima pri absolutni temperaturi T = 0 K zapolnjen valenéni pas in

prazen prevodni pas. Fermijev nivo lezi nekje vimes med obema pasovoma, velikost
E, ~10eV.

prevodni pas

energijska Spranja 3
energija £ E, E=E

o Kaovina: zasedenost energijskih nivojev v kovini.

energija £

Jri Sy
i

AR
kovina

241



o Polprevodniki: v polprevodnikih se elektroni vzbudijo iz zgornjega valen¢nega pasu
v dno prevodnega pasu.

prevodni pas

energija E e e

——————— valen¢ni pas

Tabela: Sirina energijske $pranje E, za nekaj
polprevodnikov*

Kristal E, (eV)

0K 300 K
Si 1.17 1.14
Ge 0.744 0.67
InP 1.42 1.35
GaP 2.32 2.26
GaAs 1.52 1.43
Cds 2.582 2.42
CdTe 1.607 1.45
Zno 3.436 3.2
ZnS 3.91 3.6
*Podatki so vzeti iz: C. Kittel, Introduction
to Solid State Physics, 5™ ed., New York,
John Wiley & Sons, 1976.

prevodni pas

donorski nivo
energijska
reza
— elektron

akceptorski nivo

valen¢ni pas L
vrzel

Slika 9.7.3: Dopiran polprevodnik z donorskimi in akceptorskimi nivoji.
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