





Izrek o vrtilni koli¢ini

Tockasto telo

f(1)=(x v, 2)

. — 2.
hitrost V:d—r pospesek a :d_v:d_r
dt dt dt

I1. Newton-ov zakon za gibanje tockastega telesa:

ma=F

Fxma=F xF =M

M = rezultantni navor vseh zunanjih sil

d, . dar o av IR o _
—(rxmv):—xmv+r><m—:v><mv+rxma:rxma
dt dt dt




dI'= Mdt

t
[Mdt=T,-T,=AT
4

Primer: enakomerno krozeco to¢kasto maso

A

y

I'=rxmv V=wr
C=rmv=rmor=mrie I=J&

W, vl =ty W
2 2 2

kjer definiramo vztrajnostni moment krozece tockaste mase
2
J=mr

I jdo_;, ;.99
t " dt dt

t2
[Mdt=Ja, - Ja
tl



Zgled: vztrajnostni moment homogenega valja okrog geometrijske osi

dr




_ | ‘
|
| \ . R = polmer valja
| |
h N | : : h = visina valja
|
N
L — == = <
//W/\///:[:\\\‘\\‘\\
\:i:‘:i/ |
‘ R
J :J.rz dm :IrzpdV p = gostota valja
dV =2zrdrh
P p rt] h 1
J=|r’p2xrhdr=2zhp|r¥dr=27hp—| =2R*p—==mR?
! p p! Pl =P

celotna masa valja m=zR*h p



Solid eylinder

or disk Rectangular plate

1

: = — 2 2
Ic=§MR2 c 12M(a +b)
'4——0
o ihin red Long thin rod
Ic = —ML2 1

12 1= 5MLz
L/'i
L/'{

Solid sphere

Thin spherical
1, = 2 mRe shell
c 5 2

I = 5 MR?




Sistem toCkastih mas

Poseben primer : sistem dveh tockastih delcev I1. Newtonov zakon : F,,+F,, =0

POSPLOSITEV: navor vseh notranjih sil ni€, &e so dvodel&ne notranje sile
centralne

vrtilna koli¢ina mnozZice to¢kastih mas :

szﬁxmiVi

I1. Newtonov zakon za posamezno toc¢kasto maso :

m aizzlfji+lfi
i



Z lfji vsota vseh notranjih sil, ki delujejo na maso m,
i
F

pa rezultanta vseh zunanjih sil, ki delujejo na maso m,

KER vsota notranjih navorov Z(ﬁ xy lfjiJ =0
i j

= X(xF)-Xm

izrek o vrtilni koli¢ini za sistem toc¢kastih mas
F-Yrxmy,
i

Z Mi = vsota vseh zunanjih navorov, ki delujejo na sistem
i

tockastih mas m, m,, m,, ...



ZGLED: ¢lovek na vrtljivem stolu, z rokami drzi kolo od bicikla:

‘

' Advance

PESNO suC N . ;'ifbv[:b
E> NE
ViJAK l sl Lowi
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Zgled: ¢lovek na vrtljivem stolu z utezmi v obeh rokah (navor notranjih sil = 0)

utez O e
N T

J, < J,

Il Tl

L @
IR

—

~ o

vztrajnostni moment: J, vztrajnostni moment: J,
vrtilna koli¢ina: vrtilna koli¢ina: I',=J, @,
=

Navor notranjih sil enak nic:

Jo,=J,w,

— <@ éeje: J1<J2
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Togo telo

o) @ je trenutna kotna hitrost v smeri osi okoli katere se vrtijo vsi deli telesa (vse
tockaste mase) z enako kotno hitrostjo: &(F,)=w=konst.
o koordinatno izhodisce je na osi vrtenja
y A
X
Z
a):(a)x,a)y,a)z) \7| :@X*i
ri:(xi’yiizi) ‘\Z‘:a)l’isingi:a)Rl
%/_/
2 2 2 2
i =Xt Y +Z R

sistem to¢kastih mas  togo telo: > —>'[ , m—>dn, T —>T, V>V

[=>FxmY, F=YFxmy, > [ rxvdm
i i
al - dar -
—=>YM.=M S
dt Z ' dt M
FXV=Fx(@xF)=@(F-F)-T(F-®) ,odkoder sledi:

f:jrdem:jrx(é)xf)dm:j@rzdm—jr (&-F)dm
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f:_[fx\?dmzjfx(c?)x F)dmzj@rzdm—jf (-F)dm

r=(xyz) rP=r-r=x*+y*+7°
a‘):(a)x,a)y’a)z) o-T=0X+0,y+0,7
zapis po komponentah:
FX:wxjrzdm—jx(wxx+wyy+wzz )dm
Fy=nyr2dm—Jy(wxx+wyy+wzz )dm
I, =o,[rdn-[z(ox+o,y+o,z )dm
preureditev:

=0 [(y +2*)dn-o, [xydn—e, [xzdm

%/_/
J D Dy,

XX Xy

I = —coxIxydera)y_[(szrzz)dm—coZ fzydm

g

Dyx J yy DyZ

r,=-o,[xdn-o, [zydn+o, [(X*+y*)dm
- — < -

S/

—
D D I,

X zy

vektorski zapis (vektorja T in @ v splosnem nista vzporedna):
I'=Jdw

J = vztrajnostni tenzor :

‘]xx _ny _sz
l: _Dyx ‘]yy _Dyz
__sz _Dzy ‘]zz |
Jur dyy» I, SO VZtrajnostni momenti okrog treh pravokotnih osi
D,,s Dys D,,, D, D, D, so deviacijski momenti
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J, 0 0
J={0 J, 0|, 3,=3,3,=],13,=J,
0 0 J

Poseben primer: @=(0,»,0) v sistemu glavnih osi (J je diagonaliziran)

T'in @ stavzporedna

Fy :Jy o,
diz Jy:j(x2+z2)dm
dt Y
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Poseben primer: os vrtenja togega telesa je vpeta v lezaje

lezaj lezaj
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\‘
>

~
U

Qv

i

lezaj leZaj

Komponenta vektorja T v smeri kotne hitrosti @

S S
@ w

Mw = komponento navora M v smeri vektorja kotne @ :

<

frx

. _\2
[rza) —dem—jrza)(l—cos2 g)dm=[r*wsin’ 9=0 [R* dn=wJ,,

SHES)

dm=g-jrx(@xr)dng“r%dm—jr(r-@)dm] _

J

@

F-@=rwcosy R=rsin g Jw=IR2dm

dm
\
2 \
\ R=rsin$
\
9 \
* >
7]
dr do
© e Codt “dt
M o J a)a a :d_cto = kotni pospesek
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a,:d;t” jdet=Tde=F2—F1=AF
I

M, dt=AT =0 r,=T,

Poskus: tresenje v lezajih
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Zgled: vreteno in utez
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Navor sile teze telesa

T = tezisCe telesa
dm = masa majhnega kosc¢ka
togega telesa
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Zgled: kotaljenje homogenega valja po klancu navzdol brez podrsavanja

FR=Ja=-mR*& —Lrma,
2" R 2

Vv v

kotaljenje brez podrsavanja je hitrost tezis¢a valja

Jzémw V; =Rw a, =Ra
: 1 2 .
mgsing--ma, =ma; a, =§gsmgo

1 )
pogoj za »nepodrsavanje« : F =§ mgsing <F,=mgcospk,

tg p<3K,
Poskus: kotaljenje po klancu: tekma valjev (poln in votel valj na strmini)
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a; :ggsingp a; =lgsin¢
3 2
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Dokaz veljavnosti enacbe: v, =Rw  (brez podrsavanja)

hitrost tocke 1 v laboratorijskem sistemu: V; =0

hitrost tocke 1 merjena v tezi§¢nem sistemu: V, =— Rw
R = polmer preseka valja

Galilejeva transformacija za hitrosti: V; =V; +V;

V, ==V, =Rw
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Steiner-jev izrek (povezuje vztrajnostni moment 2 togih teles okoli dveh
paralelnih osi, od katerih poteka ena skozi teZisce telesa)

v v v

T = teziSCe telesa

dm = masa majhnega dela
togega telesa

*

r=r+r

os skozi tezisce
os 1
J=[r*dm = [r.rdm=[(r+r")(F+r")dm =
:'[rfdm +2F, -'[r*dm+fr*2dm =mr/+J"
r{‘:%j F'dm=0

Primer:

os 1 teziS¢na os

J, =7 +mrT2=%mR2+mR2:ng2_
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Poskus: streljanje v tarco na mizici sucnega balisticnega nihala

Poskus: mali bicikel




Poskus: precesija (vrtavka na vrvici)

==""dy ar

Kineti€na energija togega telesa v sploSnem

P "
T_ ":”YT""
) 200y

,;—.u.\r.-
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. 1 ., y o1 -
- lzraz > mv- le, ¢e se togo telo giblje po premici

predpostavimo, da so koordinatne osi laboratorijskega inercialnega koordinatnega sistema

(X, Y, 2) paroma vzporedne z osmi lokalnega tezis§¢nega sistema (X', y', z') :

!

Yy
dm

=l

=
—
><\

z

T = teziSCe togega telesa

* _x

r=r+r V=V
Wk:%jvzdm:%jv-\mm
Lo/ e\ (o ¢, A* ¢ o
Wk:_.[< LV )( LV )dm:E'[dem+vT -jv dm+Ejv dm

ﬁ*:%jr*dmzo %(%jr*dmj =%J.\7*dm=0

vrtenje okoli trenutne osi s kotno hitrostjo @, Ki je v izbranem trenutku enaka za vse
totkaste mase dm: V =R @

1 1 ..
W, ==mv;+=J" o
2 2
1J.V*dezla)zj‘l?*zdm BER J*:IR*de
2 2 2
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za izbrani tezi$¢ni sistem lahko v splosnem zapiSemo rotacijsko kineti¢no energijo kot:
W = 1 J
Ty 2 @, 0
a=X,Y,2, f=X,Y,Z

kjer so J..,J..1in J.. vztrajnostni momenti okrog treh pravokotnih osi x’,y"inz’,

vy
J,5(a#pB) paso deviacijski momenti. Ce so osi tezis¢nega sistema hkrati tudi glavne osi
dobi izraz (29) obliko:

W:EJ*a)12+EJ*a)22+EJ*a)§
2 27 2 ¢

r

Primer : ¢e se trenutna os vrtenja vedno ujema z eno izmed glavnih osi, n.pr.z J .

W:EJ*wf
2 X

r
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Zgled: vrtenje okoli ene izmed glavnih osi
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Dzhanibekov efekt

Ce se trenutna os vrtenja vedno ujema z eno izmed glavnih osi :
okoli x-osi: Jy



https://www.youtube.com/watch?v=1VPfZ XzisU

oblika Zemlje :



https://www.youtube.com/watch?v=1VPfZ_XzisU

ZGLED: »LOOPING« - zaviti Zleb in kovinska kroglica, ohranitev vsote
kineti¢ne in gravitacijske potencialne energije
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MEHANSKO RAVNOVESJE

> F=0 > M, =0

Foto: S" )
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