SILA
(DINAMIKA)

Pospe3ek telesa v danem inercialnem koordinatnem
sistemu nastane zaradi udinkovanja drugih teles iz
okolice. Kakrsnokoli spremembo hitrosti telesa vedno
povzroca kako drugo telo. Tovrstno uéinkovanje enega
telesa na drugo telo predstavimo s fizikalno koli¢ino
sila (F). Pravimo, da na telo uéinkuje sila. Povzro¢a jo
kako drugo telo. Posledica u¢inkovanja sile na telo je
pospesek (a), ki ima smer delujode sile (slika 2.1).
Velikost pospeska je premo sorazmerna s silo F,
odvisna pa je $e od mase (m) telesa. Cim masivnejse je
telo (¢im vedja je njegova masa), tem manjsi pospesek
dobi pri dani sili, oziroma tem vedja sila je potrebna za
dan pospesek. '

Pospesek (a) telesa je premo sorazmeren s silo (F), ki
uéinkuje na telo, in obratno sorazmeren z njegovo
maso (m):

a=Fm ali 2.1)

Silaje enaka produktu mase in pospeska. Ta enatba
je znana z imenom Newtonov zakon dinamike

.....

masa; torej je masa merilo za vztrajnost telesa proti
spremembi hitrosti. Cim vecja je masa, tem bolj telo
vztraja pri prvotni hitrosti, tem bolj se upira spremembi
hitrosti, to je tem vecja sila je potrebna, da se hitrost
spremeni.

V mednarodnem sistemu merskih enot (Sl) je masa
izbrana kot osnovna fizikalna koli¢ina, njena enota kg
(kilogram) je osnovna merska enota. Poleg nje upora-
bljame $e enote: g (gram) = 10~ kg, mg (miligram) =
=10"2g = 10° kg, ug (mikrogram) = 10° g = 10°kg
in druge.

- Mersko enoto sile — 1 N (newton) — izpeljemo iz Newto-
novega zakona dinamike: to je sila, ki da telesu z
maso 1 kg pospesek 1 m/s?:

1N =1kg - m/s?

Vedji enoti sile sta 1 kN = 10°N (sila, ki da telesu z maso
1 kg pospesek 1 km/s?, ali telesu z maso 1 t pospesek 1
m/s?) ter 1 MN = 10°N. Stara enota sile je 1 kp (kilo-
pond); pri tej sili dobi telo z maso 1 kg pospesek
prostega pada (g = 9,8 m/s?):

1kp=1kg-g=98N

Sibke sile so véasih izrazali z mersko enoto dina =
=1 gem/s? 1 dina = 10°N = 10uN.

Ce na telo hkrati uéinkuje veé drugih teles, pomeni, da
na telo deluje veé sil, npr. Fy, F5, F;,... (slika 2.2).
Celoten ucinek vseh teles na izbrano telo je odvisen od
rezultante F vseh delujogih sil:

F = F1 + F2 + F3+
PospeSek (a) telesa ima smer rezultante F; telo se

pospesi v smeri rezultante vseh sil, ki uéinkujejo na
telo.

Iz Newtonovega zakona dinamike sledi, da je

za F = 0 tudi a = 0 oziroma v = konst.

TN N = o ey
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Ce natelo ne deluje sila ali &e je rezuitanta vseh sil, ki
uéinkujejo na telo, enaka ni¢, se telo giblje enako-
merno (premocértno s stalno hitrostjo). Telo se giblje
enakomerno s hitrostjo, ki jo je imelo v trenutku, ko so
sile odnehale. Ce je telo tedaj mirovalo, miruje tudi
naprej, saj ni sile, ki bi spremenila hitrost. Za vsako
spremembo hitrosti je potrebna sila. Ce se hitrost
telesa spreminja s Easom (Ce se telo giblje pospeseno,
ali pojemajoée, ali po zakrivljeni tirnici), pomeni, da na
telo deluje sila.

Ucginkovanije enega telesa na drugo telo s silo je med-
sebojno. Ce prvo telo deluje na drugo s silo F;,, deluje

“istoCasno drugo telo nazaj na prvo z nasprotno enako
silo F2;. Ni mogode, da bi eno telo delovalo na drugo,
ne da bi obenem tudi drugo telo delovalo nazaj na .

prvo.

Sili medsebojnega uéinkovanija teles sta enako veliki,
a nasprotno usmerjeni: Fi; = — Fy ali Fj + F3; = 0.

Ti sili sta sicer enako veliki, vendar ucéinkujeta na
razliéni telesi, zato povzrocata razlicna pospeska. Prvo
telo npr. dobi pospeSek a; = F;o/m;, drugo telo pa
pospesek a, = Fyy/my = — Fyo/my, = — ay(my/my). Telesi
se pospeSsita drug k drugemu; tezje telo dobi manjsi
pospesek kot lazje telo.

Newtonov zakon dinamike (2.1) lahko izrazimo neko-
liko drugace, ¢e vpeljemo gibalno koli¢ino G; ta je po
definiciji produkt mase telesa in njegove hitrosti:

merska enota: kgm/s (2.2)

Gibalna koligina telesa ima smer hitrosti. Ce se hitrost
spremeni, se spremeni tudi gibalna koli¢ina. Spre-
memba hitrosti (to je pospesek) j je dana z Newtonovim
zakonom dinamike:

F = ma = mdv/dt = d(mv)/dt = dG/dt

. 3

‘Sila je enaka odvodu gibalne koli¢ine po éasu; je

kvocient spremembe gibaine koligine (dG) in &asov-
nega intervala (dt), v katerem se sprememba pripeti;
pove spremembo gibalne koli¢ine v ¢asovni enoti.

Iz enacbe (2.3) sledi, da je:
dG = Fdt

Produkt sile in éasovnega intervala, v katerem sila
uéinkuje, se imenuje sunek sile. V kratkem ¢asovnem
intervalu dt je sunek sile F enak Fdt. Vidimo, da je
sunek sile enak spremembi glbalne koli¢ine; Fdt =
= dG.

Recimo, 'da je gibalna koli¢ina telesa v trenutku t,
enaka Gy, v kasnejSem trenutku ¢, pa G,. V éasovnem
intervalu At = t, — t; se torej gibalna koli¢ina spremeni
za AG = G, — G, kar je vsota (integral) diferencialnih
sprememb dG, ki nastanejo v vmesnih kratkih &asovnih
intervalih dt:

G- Gy = AG = fdG = det kijer je

_[th = sunek sile v
f c¢asovnem intervalu
-ty - (2.4)
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a
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Celotna sprememba gibalne koli¢ine je enaka celot-
nemu sunku sile ali drugace; konéna gibalna koli¢ina
je vektorska vsota zatetne gibalne koli¢ine in sunka
sile (slika 2.3):

t
G, = Gy + [Fdt (2.5)
4

Gravitacijska sila — teza

Vsa telesa se medsebojno privlaéujejo z gravitacijsko
silo. Ta uginkuje tudi na daljavo in skozi brezzraCni
prostor. Gravitacijska priviacnost teles je odvisna od
njihove mase in od njihove medsebojne oddaljenosti.
Cim masivneja so telesa in &im blize so drugo dru-
.gemu, tem mocnej$a je gravitacijska privlatna sila med
njimi.

Odvisnost gravitacijske sile od mase teles in njihove
razmaknjenosti (t. i. gravitacijski zakon) je prvi izpeljal
Isaac Newton, ko je pojasnil kroZzenje planetov okrog
Sonca.

Zemlja kroZi okrog Sonca po elipti¢énem tiru, ki ga v
prvem priblizku aproksimiramo s kroznico; njena pov-
pretna odaljenost (r) od Sonca je 149,5 - 10° km
(pozimi 147,0 milj. km, poleti 152,0 milj. km); ta razdalja
se v astronomiji uporablja kot enota dolzine (UA):

1UA = 149,5- 10%km = 1,495 - 10" m

Obhodni éas (t,) Zemljinega letnega krozenja je 1 leto,
to je 365,25 dni. Tudi drugi planeti kroZijo okrog Sonca
po bolj ali manj kroznih tirnicah. Njihove povpreéne
oddaljenosti in obhodni &asi so v tabeli. Bolj ko je
planet oddaljen od Sonca, daljsi je njegov obhodni as
(daljSe je leto na planetu). Zanimivo je, da je koli¢nik
med kubom povprecne oddaljenosti planeta od Sonca
() in kvadratom njegovega obhodnega ¢asa () zavse
planete naSega osondja enak (tretji stolpec v tabeli):

/2 (UAYleto?)

Planet r (UA) t, (leto)

Merkur 0,387 0,241 0,998 !
Venera 0,723 0,616 0,996
Zemlja 1,000 1,000 1,000
Mars 1,624 1,88 1,001
Saturn ‘5,20 11,86 1,000
Jupiter 9,54 29,46 1,000
Uran 19,18 84,0 1,001
Neptun - 30,06 164,8 1,001
Pluton 39,5 2477 1,001

A& = K =1 UA¥leto? = 3,36 - 10'® m¥/s? (2.6)
To odvisnost je iz merskih‘ podatkov izludgil astronom
J.Kepler, zato se njemu v &ast imenuje Keplerjev
zakon. S pomocjo tega zakona je |. Newton odkril gra-
vitacijski zakon.

Krozenje planetov okrog Sonca omogoca gravitacijska
sila F, s katero Sonce privladuje planete in jim vsiljuje

radialni pospesek (gl. 1.47) a, = re® = n2xa/t,)?. Newto-~

nov zakon dinamike lahko uporabimo za kroZenje pla-
netov, zato dobimo:

F=ma, =m- 4722 = m- 42°K/r* (slika2.4)  (2.7)

“fipr. Zemlja.

pri éemer smo $e uporabili Keplerjev zakon (2.6): 2=
= PIK. '

Vidimo, da je gravitacijska“sila Sonca premo soraz-
merna z maso planeta. To velja sploSno: gravitacijska
sila je premo sorazmerna z maso telesa, na katerega
uginkuje. . '

Naprej razmisljamo takole: s kolikrno silo priviaduje
Sonce planet, s toliksno silo priviaduje tudi planet
Sonce. Sila F iz enaébe (2.7) je torej tudi gravitacijska
sila, s katero planet vlege k sebi Sonce. Torej mora biti
ta sila premo sorazmerna tudi z maso Sonca (M). Ta je
lahko skrita edinole v Keplerjevi konstanti K, ki je
skupna za vse planete in zato karakteristi¢na za nase
osongje. Zato pisemo Keplerjevo konstanto K v obliki
K = M. G/4=2, pri éemer smo vpeljali novo konstanto G,
ki je univerzalna (neodvisna od snovi) in se imenuje
gravitacijska konstanta. Sledi:

F= G Mm/*

' Gravitacijsko konstanto G lahko neposredno izracu-

namo, &e poznamo maso Sonca M (= 2,0 - 10%* kg):

G = An?KIM = 422 - 3,36 - 10" m®s7%/2,0 - 103 kg
G = 6,7 - 107" m¥kgs?

Izraz za gravitacijsko silo med Soncem in planeti je
Newton posplosil v gravitacijski zakon, ki velja za vsa
telesa, tudi za telesa na zemeljskem povrsju.

Telo z maso m, in telo z maso my, ki sta razmaknjeni za
r, se medsebojno priviatujeta z gravitacijsko silo:

F=Gm, m2/f2

ki je premo sorazmerna s produktom mas obeh teles
in obratno sorazmerna s kvadratom njune oddaljeno-
sti. Sila deluje v smeri veznice obeh teles (slika 2.5).

(2.8)

Da Newtonov gravitacijski zakon zares velja tudi za
telesa na zemeljskem povrsju, je potrieno z meritvijo
gravitacijske konstante G; dobimo namre¢ enako vred-
nost kot iz opazovanja gibanja pianetov.

Gravitacijsko konstanto izmerimo s Cavendishovo
tehtnico (slika 2.6). Na koncu viseGe tenke Zi¢ke je v
sredini pritrjena vodoravna lesena palica (dolZina
1,8 m); na konceh palice sta svinéeni kroglici (premer
5 cm). Ob vsaki kroglici je postavljena velika svincena
krogla (premer 30 cm, Pb na sliki 2.6). Ce krogli nena-
doma premaknemo od ene kroglice do druge, se
viseda zitka zasuée. Zasuk zitke izmerimo s svetlob-
nim Zarkom, ki se odbije od zrcalca na zicki do prosoj-
nega zaslona. Tovrstna tehtnica je dovolj obéutljiva, da
lahko izmeri Sibko gravitacijsko silo med veliko in malo
svinceno kroglo.

Gravitacijska sila med telesi na zemeljskem povrsju je
zelo Sibka (le neznatno vpliva na gibanje teles) in jo
vedinoma zanemarimo v primerjavi z drugimi silami. Ta_
sila je pomembna le, e je vsaj eno telo astronomsko,

Newtonov gravitacijski zakon (2.8) lahko brez zadrzkov

uporabimo za planete in Sonce. Njihova velikost je
namreé majhna v primerjavi z oddaljenostjo in je zato
vseeno, od kod do kod merimo razdaljo r, ki nastopa v
zakonu. Pri_tfl_e_s_ih_ljg_g_emeljskem povrsju pa je vprasa-
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nje, katera razdalia je r. Ce telesa niso majhna v primer-
javi z njihovo medsebojno oddaljenostjo (Ce torej niso
tockasta telesa), je gravitacijska sila med njimi odvisna
udi od oblike, velikosti in usmerjenosti teles v pro-

storu. Za tak3na telesa gravitacijski zakon v obliki ~

enaébe (2.8) ne velja. Pomagamo si tako, da telesa v
mislih razdelimo na diferencialno majhne dele, za
katere lahko uporabimo gravitacijski zakon (2.8). Izra-
gunamo delne gravitacijske sile med posameznimi pari
tockastih delov obeh teles in pois¢emo njihovo rezul-
tanto, ki je gravitacijska sila med celotnima telesoma.

Primeri:

1. Toc¢kasto telo in palica. ToCkasto telo z maso m leZi
v smeri palice, za a oddaljéno od njenega bliznjega
konca (slika 2.7). Palica je homogena, njena masa je M,
dolzina pa b. S kolikSno gravitacijsko silo se privlagu-
jeta palica in to¢kasto telo?

Palico v mislih razrezemo na ko$éke; vsak od njih je
dolg dx in ima maso dM = (M/b)dx. Koséek dM z
oddaljenosti x od desnega konca palice (gl. sliko 2.7)
privlaéuje tockasto telo m s silo dF = GmdMi/(a + x)? =
= (GmM/b)(a + x)2dx. Celotna sila F je vsota (integral)
prispevkov posameznih koS¢kov:

GmM
a(a + b)
2. Toékasto telo in velika plos¢a. Tockasto telo m je
za a oddaljeno od velike ravne ploSce. Plos¢a je homo-
gena s ploskovno gostoto mase o = dM/dS (to je masa
na enoto povrsine, kg/m?). Doloéi gravitacijsko silo
med tockastim telesom in plosco!

F = [dF = (GmM/b) jb (a + x)2dx =
0

Plos€o v mislih razrezemo na koncentri¢ne kolobarja-
ste trakove s sredis¢em v vznozju toCkastega telesa
(slika 2.8). Kolobar s polmerom x in §irino dx ima
povr$ino dS = 2zxdx in maso dM = odS = 2moxdx.
Tockasta telesa s tega kolobarja priviadujejo toc¢kasto
telo m s silo dF, ki je zaradi simetrije pravokotna na
ploséo in znasa: dF = GmdM - r2cosa = 2moGm - r?
cosaxdx, kjer je r = a/cosain x = atga. Celotnasila F je
integral prispevkov dF posameznih kolobarjev:

o 72
F = 270Gm [r?cos xdx = 2n0Gm |[sinada =
= 270Gm © 0

Dobimo presenetljiv rezultat: gravitacijska priviacna
sila med tockastim telesom in veliko plos¢o je neod-
visna od oddaljenosti telesa od plo3¢e (a); ne glede na
to, ali je telo blizu plosce ali dale¢ pro¢ od nje, &uti
enak gravitacijski priviak.

3. Tockasto telo in kroglasta lupina. TocCkasto telo z
maso m je za a oddaljeno od sredi$¢a tanke kroglaste
lupine, ki ima poimer R in maso M (slika 2.9). Snov
lupine je enakomerno razporejena po povrsini 4xR2,
tako da na enoto povr$ine odpade masa ¢ = dM/dS =
= M/4nR2.

Lupino v mislih razdelimo na ozke kolobarjaste tra-
kove, katerih skupna os je vzdolz veznice tockasto telo
—srediS¢e lupine. En tak kolobar (s kotom ob vrhu med
6 in 6 + d0) ima povrsino dS = 27R’sin6d# in maso
dM = odS. Celotno lupino zajamemo s 6 od 0 do .

3 VisokoSolska fizika 1. del

7~ -
'
-/
Slika 2.6
dx X
F F-m
—> -+
b a J
Slika 2.7
o=dM/dS

' r
L

—
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épi -
dfF T4
T
T
;

-

Slika 2.8

Slika 2.9




34

2. SILA (DINAMIKA)

Kolobarjast trak je sestavljen iz to¢kastih delov, ki so
priblizno enako. oddaljeni (r) od telesa m. Rezultanta
vseh sil, s katerimi ti deli privladujejo telo m, ima smer
veznice srediSce lupine - to¢kasto telo in znasa: dF =
= GmdM - r2cosy = Gmo - 2aR%r? sinfcosyd®, kjer je
r? = & + R?+ 2aRcos® in cosy = (a + Rcoso)r.
Celotna sila F, s katero vsi kolobarjasti trakovi krogla-
ste lupine priviacujejo toc¢kasto telo m, je dana z inte-
gralom prispevkov dF, pri ¢emer gre 6 od 0 do :

g
F = 2zR%mG |(a + Rcosb)(a® + R? +
0
+ 2aRcos@)?sinfdo
Vrednost integrala je 2/a% &ejea>R,injeni¢zaa<A.
Ce je torej to¢kasto telo m zunaj kroglaste lupine (a
> R), jo privliauje (ona pa njega) s silo:

F = 27R%mG.- 2/a® = GmM/a®

ki je tolikSna, kot da bi bila kroglasta lupina to¢kasto

telo v srediudéu, kot da bi bila njena snov zbrana v
srediséu.

Zanimivo je, da kroglasta lupina ne uéinkuje z gravita-
cijsko silo na telo, &e je telo znotraj nje; za a < R je
namre¢ F = 0. Rezultanta gravitacijskih sil, s katerimi
posamezni deli kroglaste lupine uéinkujejo na telo v
notranjosti, se izniéi, ne glede na to, kje v notranjosti
lupine je telo. Lupina ne uéinkuje na telesa v svoji
notranjosti; deluje le na telesa iz okolice, na te pa tako,
kot da bi sama bila to¢kasto telo v lastnem sredi$cu.

4. Tockasto telo in polna krogla. Polna homogena

krogla ima maso M in polmer R; njeno sredi$ée je za a
M

oddaljeno od tockastega telesa m.

Kroglo v mislih olupimo na tanke kroglaste lupine;
vsaka od njih je debela dr, polmer r pa gre od 0 do R.
Celotna masa M krogle je enakomerno razporejena po
‘notranjosti; na enoto prostornine zato odpade masa
3M/4rR®. Masa lupine s polmerom r zato znasa dM =
(BM/AZR)AV = (3M/ARRP) - 4nr’dr = (BMIR%)Adr.

Vsaka lupina uginkuje le na telesa iz okolice, in to kot
da bi sama bila to¢kasto telo. Za a = R zato dobimo, da
celotna krogla deluje na tockasto telo m s silo:

F=GmM/2 za a=R
Na telo v notranjosti krogle (a < R) u¢inkujejo le lupine
z r < a. Njihova celotna masa je (3M/4xR°) - 4na®/3 =
= M(a*R®), zato dobimo:

F=GmMa R%/a> = GimM/R®)a za a<R

Ce oznagimo silo Fza a = R (telo na povrsini krogle) z

F(R) = GmMIR?, lahko gravitacijsko silo med toékastim
telesom m in polno kroglo napisemo v obliki:

F={ F(R\R¥a> za a=R 29)

F(RlaR za a<R

Dokler je telo v notranjosti poine homogene krogle (a
< R), nara8¢a gravitacijska sila med njim in kroglo
premo sorazmerno z oddaljenostjo od sredi§ca. Sila je
najvecja, kadar je telo na povrsini krogle (a = R). V
okolici krogle (a> R) pa sila.pojema s kvadratcm
oddaljenosti od sredi§ca. Crtkana krivulja na sliki (2.10)

predstavija odvisnost gravitacijske sile F med tocka-
stim telesom m in kroglasto lupino (z maso Min polme-
rom R) od oddaljenosti (a) telesa od sredi$¢a lupine.
Pri a = R je ta krivulja nezvezna, nenadoma se spre-
meni s F(R) na 0. Zvle¢ena krivulja se nanasa na polno
homogeno kroglo (z enako maso Min polmerom R). Za
a > R se krivulji ne razlikujeta (zakaj ne?), razlikujeta
pa se za'a < R: pri lupini je F = 0, pri krogli pa se
linearno zmanjsuje k ni¢ v srediséu (a = 0).

TeZa — tezni pospesek

‘Na vsako telo na zemeljskem povrsju in bliznji okolici

deluje gravitacijska privliacha sila Zemlje. Priviacnost
Lune in drugih nebesnih teles (tudi Sonca) zaradi
velike oddaljenosti zanemarimo. Ravno tako ne upo-
Stevamo medsebojne priviacnosti teles.

Gravitacijska sila, s katero Zemlja viede telo navzdol, se
imenuje teza telesa (T). Telp tehta (ima teZzo), ker ga
Zemlja vlieée navzdol z gravitacijsko silo. Ako bi Zemlja
bila popolna krogla, bi imela teza telesa smer natancéno -

- k srediséu Zemlje. Zaradi dnevnega vrtenja Zemlje je

Zemlja nekoliko splos$céena, je skoraj okrogel elipsoid s
krajSo (polarno) polosjo 6357 km in z daljSo (ekvatori-
alno) polosjo 6378 km. Povprec¢ni polmer Zemlje (to je
polmer nadomestne krogle z enako prostornino kot

dejanski elipsoid) je 6371 km. Natan¢nejSa merjenja s

sateliti so celo pokazala, da je juzna polobla za spozna-
nje debelej$a od severne, tako da ima Zemlja hruskasto
obliko. ’

Prosto telo zaradi teze pospeSeno pada s teznim
pospeskom (g). Iz Newtonovega zakona dinamike (2.1)
potem sledi:

T=mg (2.10)

Ne pozabimo, da Newtonov zakon dinamike velja le za
inercialne koordinatne sisteme. Zemlja pa je neinerci-
alni sistem, saj se vrti okrog svoje osi, obenem pa se
kroZi okrog Sonca. Radiaini pospesek zaradi dnevnega
vrtenja je najvedji na ekvatorju in znasa Re® = R(2x/
dan)® = 3,4 cm/s?, radialni pospesek pa je zaradi let-
nega kroZenja okrog Sonca priblizno 0,6 cm/s%. Glede
na to, da je tezni pospesek okrog 980 cm/s?, lahko
radialna pospeska Zemlje v prvem priblizku zanema--
rimo in Zemljo obravnavamo kot inercialni koordinatni
sistem. Le €e je natan¢na vrednost teznega pospeska
pomembna, moramo upostevati tudi vrtenje oziroma
kroZenje Zemlje, to je upostevati moramo razliko med
relativnim in absolutnim pospeskom.

Teza telesa (T = mg) je gravitacijska sila med telesom
in Zemljo, torej je dana z Newtonovim gravitacijskim
zakonom (2.8). Zemija z maso M, privlacuje telo z maso
m, ki je na viSini z nad zemeljskim povrsjem, to je na
oddaljenosti r = R + z od sredi$¢a Zemlje, z gravitacij-
sko silo:

T=GmM/r’=mg ali
g=GM,/P M, =6,0-10%g

Vidimo, da je tezni pospesek g neodvisen od mase
telesa. Parametra G in M, raje izrazimo s pospeskom g,
telesa na povrsju Zemlje:
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g(r = R) = go = GM,/R?
g=goR¥P = go(1 + ZIR) @2.11)

Tezni pospesek se z viSino zmanj$uje; in sicer s
kvadratom oddaljenosti od sredid¢a Zemlje. Najvedji je
v neposredni bliZini zemeljskega povr§ja. Zaz { R =
= 6370 km lahko vzamemo: g = gy, da se teZni pospe-
éek ne spreminja z vi$ino.

Tezni pospesSek merimo z gravimetrom, to je ob&utijiva
vzmetna tehtnica za merjenje gravitacijske sile. Z
natanénim merjenjem so doloéili njegovo spreminjanje
s krajem, predvsem z geografsko $irino (¢). Spreminja-

- nje z geografsko Sirino je posledica vrtenja Zemije in

splo&enosti njene oble. Mednarodno sprejeta gravita-
cijska enaéba podaja odvisnost pospeska g, od geo-
grafske $irine (ta se nanasa na zemeljska tla):

go = 9,7805 (1 + 0,005288 sinZp — 0,000006 sin?2g)
m/s?

Tezni pospesek je najveéji na polu — 9,8322 m/s? in
najmanjsi na ekvatorju — 9,7805 m/s?. Razlika med
polarno in ekvatorialno vrednostjo teznega pospeska
je okrog 0,5%, od tega 0,33% zaradi vrtenja Zemlje in
0,17% zaradi sploS¢enosti obje.

Tezni pospesek na povrsju drugih planetov je odvisen
predvsem od mase in velikosti planetov. V tabeli so
pospeski g, za posamezna nebesna telesa (upoStevan
je le gravitacijski vpliv samega nebesnega télesa). Na
Luni je teZni pospesek kar 6 krat manjsi kot na Zemlji.
60-kilogramski ¢lovek, ki na zemeljska tla pritiska s silo
60 kp = 600 N, pritiska na Lunina tla le s silo 100 N.
Tudi na Marsu je pospesek precej (5 krat) manjsi kot na
Zemlji. Zelo velik tezni pospesek vlada na povrsini
Jupitra in seveda na Soncu.

Tezni pospesek na povrsju nebesnih teles

" g (m/s?) 9/g;
Sonce 275 28
Merkur 2,5 0,26
Venera 8,8 . 0,90
Zemlja 9,8 1,00
Luna 1,6 - 0,16
Mars 2,0 0,20
Jupiter 26 2,65
Saturn 11 . 1,12
Uran : 9,4 0,96
Neptun 9,8 1,00

Gibanje satelitov

Pri obravnavi gibanja satelitov-ali raket v bliznji okolici
Zemlje (nekaj sto km nad povrsjem) lahko gravitacijsko
privlaénost Lune in Sonca zanemarimo v primerjavi s
privla€no silo Zemlje. Sonce vsiljuje zemeljskim pred-
metom pospesek 0,6 cm/s?, Luna pa 0,0033 cm/s?, kar
je oboje malo v primerjavi s teznim pospeskom 980 cm/
s?. Upostevamo le gravitacijsko silo Zemlje, to je teZo
satelita:

T = mg(r) = — GM,mr/r* = ma,R?/r (2.11a)

Krajevni vektor r satelita izhaja iz sredis¢a Zemlje;
predznak minus je zato, ker ima teza T nasprotno sme
kot krajevni vektor r. '

3*

Slika 2.10

Slika 2.11

-

Slika 2.12
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Recimo, da z vrha visokega stolpa odvrzemo telo z
zacetno hitrostjo v, v vodoravni smeri. Ta primer smo
na strani 20 obravnavali kot vodoravni met, le da smo
predpostavljali vodoravna tla in stalen tezni pospesek.
Tokrat vzamemo, da je tezni pospeSek usmerjen k
sredi$¢u Zemlje in da z vi§ino pojema po enacbi (2.11).
Telo pade na tla tem dlje od stolpa, s €im vecjo hitro-
stjo v ga odvrzemo. Zemlja vpliva z gravitacijsko silo
na gibanje telesa tako, kot da bi bila njena snov zbrana
v sredis€u, kot da bi gravitacijska sila udinkovala iz
sredisca (. i. centralna sila). Ra¢unanje gibanja telesa
v polju tak$ne centralne sile zal presega okvir te knjige,

- zato bomo navedli le rezultat.

Telo se v splosnem giblje po elipti¢ni tirnici, katere eno
gorisCe je v sredis¢u Zemije. Ce bi se lahko gibalo
skozi notranjost Zemlje, bi se gibalo npr. po tiru a na
sliki (2.11) in bi se vrnilo iz nasprotne smeri do izhod-

nega mesta na stolpu. Velikost in splos¢enost elipti¢ne

tirnice sta odvisni od zadetne hitrosti. v,. Veéja kot je
ta, bolj je tirnica zakrozena. Pri- vy = v, se tirnica
zaokrozi v krog (krivulja b na sliki 2.11): telo se kot
satelit giblje po krogu (s polmerom r) okrog Zemlje, kar
pomeni, da se giblje z radialnim pospeskom a, = Vi/r, ki
ga vsiljuje teza satelita:

T=ma
mg = mv3ir = mgoRr*
Vi(r) = goR?Ir (2.12)

Vidimo, da je hitrost krozenja satelita tem manj3a, ¢im
bolj je satelit oddaljen od Zemlje. Satelit se giblje
najhitreje tik nad zemeljskim povrsjem, to je za r = R:

vi = VgoR = 7.9 km/s| Prvakozmicna (2.13)
hitrost

Ce zelimo, da satelit krozi tik nad zemeljskim povrs§jem,
ga moramo izstreliti v vodoravni smeri s hitrostjo v; =
7,9 km/s; tej hitrosti pravimo prva kozmiéna hitrost.
Obicajno izstrelijo satelite v krozne oz. elipsne tirnice
na visini 200-300 km, kjer je zahtevana hitrost manj3a
od vy, pa tudi zraCni upor ne moti.

Na viSini z nad zemeljskim povrdjem krozi satelit s
hitrostjo v4(z) = v; (1 + 2Ry in z obhoadnim &asom:

ty = 27rlv4(2) = (27R/vy) (1 + Z/R)¥?
to = to(0) (1 + ZIR)*?, t,(0) = 27R/vy = 1,41 h

Obhodni €as satelita se z vi§ino povecuje. Satelit je ves
¢as nad istim mestom zemeljskega povrsja (npr. komu-
nikacijski satelit), ¢e krozi enako hitro kot Zemlja, ¢e je
torej tako visoko, da je njegov obhodni ¢as 24 ur:

z = R[(24h/1,41 h)?® — 1] = 35800 km

Vzemimo, da je za¢etna vodoravna hitrost v, satelita
vecja od prve kozmicne hitrosti. Tirnica gibanja je spet
elipti€na, le da je zdaj sredis¢e Zemlje v drugem
goriséu elipse (krivulja ¢ na sliki 2.14). Ce zadetno
hitrost 8e ve€amo, se elipti¢na tirnica tudi veca, napi-
huje in oddaljuje od Zemlje. Pri vy = v, se zakljuéena
elipti¢na tirnica pretrga in odpre (elipsa se spremeni v
parabolo, krivulja € na sliki 2.11). Za¢etna hitrost je
dovolj velika, da telo premaga gravitacijsko privlaénost

(2.14)

Zemlje in odleti pro¢. Zacetna hitrost v,, pri kateri se to
zgodi, se imenuje druga kozmiéna hitrost.

Kolik3na je druga kozmiéna hitrost, najlaze ugotovimo,
e satelit z zemeljskega povrsja izstrelimo v navpiéni
smeri. S kolik8no zacetno hitrostjo (v;) ga moramo
izstreliti, da zapusti obmocje zemeljske privlacnosti, da
se ustavi Sele v neskonéni oddaljenosti. (in se ve€ ne
vrne)? Primer je pravzaprav navpi¢ni met (gl. str. 14), le
da tu upostevamo, da se teZni pospesek z vi§ino zma-
njuje (slika 2.12).

Na oddaljenosti r od sredi§éa Zemlje ima satelit hitrost
v = dr/dt. Pospesek na tej visini je g(n) = goR*r* = — av/
dt (negativni predznak zato, ker pozitivnemu dt ustreza
negativni dv, hitrost se med dviganjem zmanjsuje).
Sledi: ‘

dv dv

goRzr'zi——=—ﬂ'££=fV_ ali
dt dr dt dr

vdv = — g,R?r2dr

Levo stran enacbe integriramo po v od v, do v(r), desno
stran pa po r od R do r’Dobimo:

V(D - V2 = 2goRP(1/R—1/n ' ali
V(N = V- 2g,R*(1/R-1/1) (2.15)

Ta enacba je posplositev enacbe (1.22c), ki smo jo
izpeljali za navaden navpiéni met. Lahko vzamemo, da
je v blizini zemeljskega povrsja pospesSek g konstanten
(= go). torejveljaz{ Rinzator'=(R+27'=R'(1 +
ZIRY" = RY1 - zR)'= R" - 2IR? + ... ter v = v} -

2g0R¥R' — R + zR2 - ..)) = v3 — 2gyz, kar %e poz-

namo.

Druga kozmiéna hitrost v, je dolo¢ena z zahtevo, da se
satelit ves ¢as oddaljuje od Zemlje, da se ustavi kve¢-
jemu v neskonénosti: v(«) = 0. Sledi:

0 = v3— 2goR*(1/R - 1/=) ali

v, = V2goR = 11,2 km/s| druga kozmicna (2.16)
hitrost

Ce zelimo, da satelit (raketa, vesoljska ladja) zapusti
obmocje zemeljske priviaénosti, ga moramo izstreliti z
zemeljskega povrsja najmanj z-drugo kozmi¢no hitro-
stjo v, = 11,2 km/s.

Primer:

Satelit kroZi okrog Zemlje po kroznem tiru na visini h =
250 km nad ekvatorjem. KolikSna je njegova hitrost?
Koliko Casa potrebuje za en obhod okrog Zemlje?
Tezni pospedek na povriju Zemlje je go = 9,78 m/s?,
polmer je R = 6378 km

V2 = rg(r) = goR%r = goR%(R + h)

v=Vg,R¥MR + h =7,75km/s
to = 2arv = (2rRiviY(1 + AIRY¥?  (gl. 2.14)
t, = 1,41 h (1 + 250/6378)%2 = 1,49h
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Plima in oseka

Gladina morij se periodi¢no dviga (plima) in spusca
(oseka). Vsak dan nastopita dve plimi in dve oseki;
zaporedni plimi oziroma oseki se ponavljata s periodo
12h25Min kar je polovica Luninega dneva (Gasa, ko
Luna ponovno prekoraé¢i dan meridian). Ko bi bila
perioda plimovanja natanko 12, bi'se plima in oseka
ponavljali vsak dan ob enakem ¢&asu, tako pa sta vsak

naslednji dan zakasnjeni za 25 minut. Ker zaporedje -

plim in osek sledi Luninemu in ne Sonénemu dnevu,
pomeni, da Luna moéneje vpliva na plimovanje kot
Sonce. Racun pokaze, da je vpliv nebesnega telesa na
p||movanje zemeljskih voda premo sorazmeren z maso
telesa in obratno sorazmeren s kubom njegove odda-

. ljenosti. Kljub velikanski masi je vpliv Sonca na plimo-

vanje zaradi precej$nje oddaljenosti le priblizno poi
tolikSen kot vpliv Lune; razmerje med obema je (Ms/
M,)(r./rs)® = 0,45. Kadar so Sonce, Luna in Zemlja v isti
érti (ob S¢ipu ali mlaju), se gravitacijska vpliva Lune in
Sonca sestejeta in plimovanje je tedaj najmoéneje. Ob
prvem in zadnjem luninem krajcu pa sta plima in oseka
najmanj izraziti. '

Periodiéno ponavljanje plime in oseke je posledica
gravitacijske priviaénosti Lune (in nekoliko -Sonca),

meseénega vrtenja Zemlje in Lune okrog njunega |}
skupnega srediséa (C na sliki 2. 13) ter dnevnega vrte- |

nja Zemlje okrog polarne osi.

_Pravimo, da Luna krozi m'l'e vend ne drzj

popolnoma. Dejansko se tudi Zemlja in Luna vrtita
“‘Rrog skupnega masnega srediséa C, ki je za 3/4
Zemljinega polmera (R) oddaljeno od sredid¢a Zemlje.
Okrog tega sredisca se Luna in Zemlja vrtita z obhod-
nim ¢asom 27,3 dni. Zemlja pri tem krozi translatorno,
tako da vsaka njena tocka opisuje krog z enakim pol-
merom (3/4)R, le sredi§¢a kroZenja so za razli¢ne tocke
razli¢na. Sredi$¢e Zemlje kroZi po krogu s sredis¢em v
skupnem masnem srediS¢u C, ki je na veznici Luna-
Zemlja. Toéka P na sliki (2.13) pa kroZi po &rtkanem
krogu s sredis¢em C;. .

Opazujemo gibanje oceanskih voda na zemeljskem
povr§ju, torej gibanje v neinercialnem koordinatnem
sistemu, ki kroZi. Gibanje v tak§nem koordinatnem
sistemu pravilno opisemo (gl. str. 50) le, ¢e poleg
dejanskih sil upostevamo $e centrifugalno silo, ki je
usmerjena pro¢ od centra kroZenja. Sledi, da na vsako
toéko Zemlje »deluje« poleg gravitacijske priviaéne
sile Lune $e centrifugalna sila, ki je paralelna trenutni
veznici Zemlja-Lunain usmerjena pro¢ od centra C; (to
je pro¢ od Lune). V sredis¢u Zemlje sta gravitacijska
priviaéna sila Lune in centrifugalna sila nasprotno
enaki ter se tako kompenzirata. Ker gravitacijska sila
Lune pojema s kvadratom oddaljenosti od Lune, cen-
trifugalna pa je za vse kraje enaka, je gravitacijska sila
Lune na Lunini strani Zemlje moénej$a od centrifu-
galne sile, na nasprotni strani Zemlje pa Sibkej3a.
Rezultanta Lunine gravitacijske in centrifugalne sile je
na razliénih mestih zemeljskega povrsja (gl. sliko 2.13)
usmerjena tako, da voda odteka s:krajev, ki so pravo-
kotni na veznico Luna-Zemlja.(tam je oseka), in se
gomili (plima) ob krajih, ki so najblize Luni oziroma
najbolj oddaljeni od nje. Dnevno vrtenje Zemlje okrog
polarne osi povzroéi, da zemeljske morske vode izme-
noma prehajajo iz obmocja plime v ebmoéja oseke in
obratno. :

Slika 2.13
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Zaporedni plimi obi¢ajno nista enako visoki; mogéni
plimi sledi Sibka, tej zopet moc¢na itd. Vzrok temu je
nagnjenost Lunine orbite glede na ekvatorialno rav-
nino Zemlje (slika 2.14). Ker nastane najmocnejSa
plima v smeri proti Luni, ima kraj na severni geografski
8irini na Lunini strani Zemlje visoko plimo, na
nasprotni strani (to je 12 ur kasneje) pa nizko plimo.

Torna sila (sila trenja)

Telo obi€ajno ni prosto; vezano je na podlago, na
kateri leZi oziréma se giblje po njej. Poleg drugih sil, ki
nanj uginkujejo, moramo upoSstevati tudi silo podiage
(F,). Ta omogoca, da telo na podlagi miruje, vendar
tudi nasprotuje premikanju telesa na podlagi.

Povrsina trdnega telesa nikoli ni povsem gladka. Se
tako dobro polirana in odiséena povrsina kovine je
videti hrapava, ¢e jo gledamo pod mikroskopom. Sta-
knjeni telesi se zaradi hrapavosti dotikata le na nekate-
rih mestih (slika 2.15). Na teh sta dovolj blizu drugo
drugemu, da Ze ucinkujejo mocne sile med atomi
sosednjih teles, ki telesi poveZejo (1.i. povrSinska
adhezija). Cim vedja je skupna sti¢na povrsina obeh
teles, tem trdneje sta telesi povezani. Sti¢na povrsina
teles se poveCa, ¢e pritisnemo na telo v smeri pravo-
kotno na podlago, npr. s silo N. Ta se osredotoéi na
majhne odseke stiCne povrsine, kjer se tlak zelo
poveca. Zaradi povecanega tlaka se telo in podlaga na
stiénih mestih plastiéno deformirata in sti¢na povrsina
se tako pove¢a. Obenem se telo in podlaga nekako
plasti€¢no zvarita, kar dodatno ojaci povezavo telesa na
podlago. Ako bi se sticha mesta razsirila po celotni
skupni pioskvi, bi se telesi povsem (trdno) spojili. Obi-
¢ajno zavzemajo stiéna mesta le 10 do 100 milijonink
celotne povrsine, Ki jo telesi skupno pokrivata.

Da se telo premakne vzdolZz podlage (zdrsne), se
morajo potrgati vezi med telesom in podlago. Zato je
za premik telesa po podlagi potrebna sila v smeri
podiage ali drugace podlaga nasprotuje premiku te-
lesa. .

-Znacilnosti sile podlage (F;) si oglejmo s poskusom.
Telo leZi na ravni podlagi. Nanj lahko poleg teze mg -

uginkujejo Se dodatne sile, ki ga pritiskajo ob podlago
ali ga vle€ejo proé. Celotno silo, ki uéinkuje na telo v
smeri pravokotno na podlago, oznaéimo z N; s to silo
telo pritiska na podlago, in sicer v smeri pravokotno na
sti¢no povrsino. Ce telo leZi prosto na vodoravni pod-
lagi, je N = mg. Z dodatno pravokotno silo F pove¢amo
pritisk telesa na podlago: N'= mg + F. Ce s silo F
vleGemo telo pro€ od podlage, se pritisk telesa na
podlago manjSa. Pri F = — mg (dviZna sila enaka tezi
telesa) je N = 0, telo ne pritiska na podlago.

Podlaga se pod vplivom pravokotne sile N, s katero
telo pritiska nanjo, deformira in reagira s silo podlage
F,, ki je nasprotno enaka sili, s katero telo pritiska
nanjo. V tem primeru torej: F, = — N. Na telo tako
u¢inkujeta pravokotna sila N navzdol in nasprotno
enaka sila podiage F,, tako da je telo v ravnovesju: F, +
N = 0 (slika 2.16a).

Mirujoce telo na podlagi zaénemo vleci vzdolz podlage
s silo F, katere velikost postopoma povecujemo. Opa-
zimo, da telo kljub vle¢ni sili vzdolz podlage $e naprej
miruje. Torej je rezultanta sil, ki u¢inkujejo na telo v

smeri podlage, $e vedno ni€. To je mozno le, ¢e se sila
podlage F, nagne nazaj (nasprotno smeri vleka ozi-
roma premika), tako da dobi projekcijo F' na smer
podlage, ki nasprotuje vieéni sili: F' = — F (slika 2.16b).
Pravokotna projekcija sile podlage je $Se naprej
nasprotno enaka pravokotni sili N, s katero telo pritiska
pravokotno na podlago. Ce vleéno silo F povecujemo,
se poveduje tudi projekcija F’ sile podlage (sila pod-
lage F, se nagiba nazaj in poveluje). Toda ta projekcija
se lahko povecuje le do zgornje meje F,.x = Fs, ki se
imenuje statiGna torna sila (drugo ime zanjo je sila
lepenja). Ko vleéna sila doseze vrednost F;, se telo
premakne. Stati¢na torna sila je merilo za trdnost pove-
zanosti telesa s podlago. Cim vedji je F;, tem veéja
vle¢na sila je potrebna, da se telo premakne na pod-
lagi.

Z merjenjem vleéne sile, pri kateri se telo na podlagi
premakne, ugotovimo, da je v okviru natanénosti meri-
tev statiéna torna sila premo sorazmerna s pravo-
kotno silo N, s katero telo pritiska na podlago:

F = kN _ 2.17)

Sorazmernostni faktor k; (Cisto tevilo) se imenuje sta-
ti€ni torni koeficient. Odvisen je od vrste in stanja obeh
staknjenih teles, predvsem od njune hrapavosti. Grobe
in hrapave povrsine imajo k; okrog 1 (npr. avtomobil-
ska guma na asfaltu), gladke povrsine pa okrog 0,1 —
0,2. Najmanjsi k; (okrog 0,02) imata dobro ogi§éeni,
spolirani in naoljeni kovinski povrsini ter npr. moker
led na mokrem ledu. Ciste, neoksidirane kovinske
povrsine imajo sicer velik ks (od 0,5 do 1), vendar na

- zraku kmalu oksidirajo, previecejo se z 1-10 nm debelo

plastjo oksida, ki mo¢no zmanjsa k.

Zanimivo je, da je stati¢ni torni koeficient v okviru
natanénosti merjenja neodvisen od velikosti sti¢ne
povrsine teles. Ce je ta.(pri enaki pravokotni sili N)
manj8a, se sicer zmanj$a povrsina stika telesa s pod-

- lago (€emur ustreza manj$a sila povezanosti telesa s

podlago), toda obenem se pove¢a tlak sile N, kar
poveca deformacijo stiénih mest in s tem tudi celotno
stitno povrsino. Efekta si nasprotujeta in v prvem pri-
blizku kompenzirata.

Brz ko vle¢na sila F na sliki (2.16) preseze statitno
torno silo: F> F; = kN, se telo premakne in zagne
drseti v smeri viecne sile. Sila podlage F, je tudi med
gibanjem telesa nagnjena nazaj (slika 2.16c), le da ne
tako moéno kot ob zaéetnem premiku telesa. Projek-
cija sile podlage F, na podlago med drsenjem telesa se
imenuje drsna torna sila F; ali kar sila trenja. Tudi ta je
v prvem priblizku (podobno kot statiéna torna sila F)
premo sorazmerna s silo N, s katero telo med gibanjem
pritiska pravokotno na podlago:

F = kN v . (2.18)

Sorazmernostni faktor k; je drsni torni koeficient; je
nekoliko manjsi od stati¢énega tornega koeficienta k;,
obadva sta podobno odvisna od vrste snovi. Priblizna
odvisnost drsnega tornega koeficienta od hitrosti drse-
njua je skicirana na sliki (2.17). Opazno je nenadno
zmanjSanje tornega koeficienta takoj ob premiku
telesa (od k; na k;); med gibanjem se k; v splosnem
nekoliko zmanjSuje z naras¢anjem hitrosti, vendar
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lahko v prvem priblizku vzamemo, da je neodvisen od
hitrosti. .

Pri mirujo¢em telesu na podlagi je projekcija sile pod-
lage na smer podlage (F') nedolo&ena, lahko ima vred-
nosti med 0 in F; = k;N (odvisno od vieCne sile):

0<F <F,

Med gibanjem (drsenjem) pa je projekcija F' sile pod-
lage enaka drsni torni sili F; = kN. Tako statiéna kot
drsna torna sila vedno nasprotujeta premiku oziroma
drsenju telesa po podlagi. Ce se smer gibanja (hitro-
sti) obrne, se obrne tudi smer torne sile.

Stati¢no trenje je potrebno in koristno, kjerkoli Zelimo
prepreéiti drsenje enega telesa ob drugem. Ce z roko
primemo vrv in jo potegnemo, roka ne zdrsne zaradi
stati¢ne torne sile med roko in vrvjo. Da je ta dovolj
velika, je vrv hrapava, roka pa ne sme biti vlazna ali
mastna. Poleg tega vrv mo¢no objamemo in sisnemo, s
¢imer povetamo pravokotno silo N. Vrv, ki jo veckrat
ovijemo okrog droga, ne drsi okrog droga, ¢etudi pro-
sti konec vrvi vle€emo s precej$njo silo. Tu sama
vle¢na sila povzro&a pravokotno silo, s katero vrv priti-
ska na drog.

Primer:

Vrv je ovita okrog fiksnega vodoravnega droga, tako da

objema na kroznem loku két a (slika 2.18). Desni konec .. -

vrvi vleCemo navzdol s silo T (npr. s teZo obe$ene
uteZi). Najmanj s kolik3no silo F moramo vleéi drugi
konec vrvi v narisani smeri, da vrv zaradi tovora T ne
zdrsne po obodu valja?

Zaradi torne sile med vrvjo in obodom gredi se sila v
vrvi F(gp) spreminja vzdolz oboda (to je s kotom ¢). V
zacetku (¢ = 0) je F(0) = T, na drugem koncu, kjer se
vrv odlepi od gredi (¢ = ¢), pa F(a). Vleéna sila F mora
biti enaka — F(a).

Poglejmo, za koliko se sila v vrvi spremeni na majhnem
odseku vrvi med kotoma ¢ in ¢ + de (slika 2.19). Na ta
odsek deluje ostala vrv z obeh strani s silama F(g) in
F(p + d¢), ki zaradi ukrivljenosti vrvi nista natanko v
nasprotnih smereh; sila F(¢) je npr. zasukana za kot dg
glede na silo F(p + d¢). Njuna rezultanta je velika
F(p)de in ima smer k sredi$éu oboda. Izbrani odsek
vrvi pritiska na obod droga s pravokotno silo F(g)dg,
zato &uti torno silo k;F(g)dg, ki nasprotuje zdrsu, ima
nasprotno smer kot vleéna sila F(g). Ker vrv ne sme
zdrsniti, mora veljati: .

Flo + do) + kF(@)de = F(g) ali
dF = F(@ + dg) — F(¢) = — k.F(g)dg  ali

dF

—F = ~kde
Dobljeno enatébo integriramo: levo stran od T do F,
desno pa od 0 do a. Dobimo:

InF-InT=-ka ali
F = Texp(—k;a)

Vidimo, da je vle¢na sila F, ki preprecéuje zdrs vrvi po
obodu fiksne gredi, manj8a od tovora T za eksponentni
faktor exp(—k;a); ta zelo hitro (eksponentno) pada z
naras€anjem kota q, ki ga vrv objema na obodu gredi.

Slika 2.17

Slika 2.18

’ Flo+d®) o e

Flg)dg
\\ / Flg)
\ /
\ /
\ /
’Y\d_qT/v
Y
Slika 2.19
a) - b) F
O @ Q
E\ S
T T
Slika 2.20
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Ce vle¢na sila Fvleée navzdol (slika 2.20a), je a = zin F
= Texp(~ksm); za ks = 0,5 dobimo F = Texp(-0,57) =
= 0,21 T (vle¢na sila je enaka le petini teze, viseGega
tovora). Ce vrv ovijemo enkrat okrog valja (slika 2.20b),
je a=2min F= Texp(—x) = 0,043 T. Kolikokrat moramo
oviti vrv okrog gredi, da je vle€na sila tisoc¢krat manjsa
od teZze obeSenegatovora? F = 0,001 T = Texp(—k;27n)
ali n = (1/27k;)In1000 = 2,2. Vrv moramo oviti nekaj ve¢
kot dvakrat.

Ce je vleéna sila F moénej$a od Texp(-k,a), skusa vrv
zdrsniti v drugo smer — v smer vle¢ne sile. Tedaj se
smer torne sile obrne, torni koeficient k; v zgornjih
enadbah spremeni predznak. Dokler je vleéna sila
manj8a od Texp(ksa), vrv §e ne zdrsne v levo. Torej vrv
ne zdrsne ne v levo ne v desno, e je:

T exp(—ks0) < F < T exp(+Ksq)

Za hojo po tleh potrebujemo silo v smeri gibanja (npr.
za premagovanje zraénega upora, Ki nasprotuje giba-
nju). Zato se z nogama odrivamo od tal in izkori§¢amo
stati€no torno silo med podplati in tlemi. Ker hoc¢e
noga zdrsniti po tleh v smeri nazaj, ima torna sila smer
naprej, v smer gibanja. Vsakdo ve, kako tezko je hoditi,
¢e je poledica; posebno tezko je pospesevati, zavirati
ali zavijati v stran. Transport z vozili na vrteCa se kolesa
omogoca prav stati¢no trenje med kolesi in cesti§éem.
Vrtece se kolo skusa zdrseti po cesti§éu nazaj. Temu
nasprotuje sila podlage, ki z vodoravno projekcijo F’
vie¢e kolo naprej in tako omogoca pospesek (slika
2.21). Vedji hitrosti vrtenja koles ustreza veéja projek-

cija sile podlage (F') v smeri voZnje. Ko F' doseze '

zgornjo mejo F; = k;N, zacne kolo na cesti§éu podrsa-
vati. Stati¢na torna sila potemtakem dolo¢a najvedji
pospesek, ki ga na cesti§¢u lahko dosezemo. Ce se
vpraSamo, katera sila je neposredno odgovorna, da
avto lahko vozi po cesti, je torej odgovor preprost:
torna sila. Ce ni trenja, npr. na gladkem, poledenelem

cestiSCu, se lahko motor Se tako zaganja in kolesa Se

tako hitro vrtijo, vendar se avto ne premakne.

O pomenu stati¢ne torne sile zgovorno prida tale pri-
mer: Fin pesek je sipek in tekoé, ker je trenje med
sosednjimi kamencki presibko, da bi oviralo njihovo
medsebojno premikanje. Ce pa pesek damo v gumija-
sto vredo, iz katere nato izsesamo zrak, tako da zunaniji
zratni tlak mo¢no stisne vre¢o s peskom, se stati¢no
trenje med kamenéki moc¢no poveda in pesek uéinkuje
kot togo telo; z njim npr. lahko zabijamo Zeblje.

Torno silo izkoris€amo, da ustavimo gibajoce se telo.
Med zaviranjem z zavoro blokiramo kolesa, da priéno
drseti. Pojavi se torna sila F, = kN, ki zavira drsenje.
Zavorno silo pove¢amo, Ce zavoro nekoliko popu-
stimo, da se kolo malo zakotali in se s tem stakne s
cestiStem, tako da se zopet pojavi stati¢na torna sila, ki
je nekoliko vecja od drsne F;.

Primeri:-

1. Zavorna pot. Avto vozi po vodoravni cesti s hitrostjo .

Vo = 20 m/s, ko voznik nenadoma s pritiskom na zavoro
blokira kolesa, da priéno drseti. Na kolik$ni razdalji in
po kolikSnem &asu se avto ustavi, ée je drsni torni
koeficient med gumami in cesti$¢em enak k, = 0,87

Avto drsi enakomerno pojemajoce s pojemkom a = —
Fi/m = — kg. Uporabimo zvezo (1.21) med hitrostjo in
potjo za enakomerno pospeSeno (pojemajoée) gi-
banje:

V= V3 + 2ax
0=V3-2Kkgx ali
X = Vd2kg =25m
t=v/kg=25s

(2.19)

2. Drsenje pod vplivom posevne sile. Telo z maso m
leZi na vodoravni podlagi. S kolik§nim pospeskom in v
kateri smeri se giblje, ¢e ga vle¢emo s silo F, ki z
vodoravno smerjo oklepa két ¢? (Slika 2.22)

Obstajata dve moznosti:

F sing > mg (navpiéna projekcija dvizne sile ve¢ja od
teZe telesa): telo se dvigne in pospesuje v smeri rezul-

tante ' mg + F s pospeskom a =g + F/m.

F sing < mg: telo lezi na podlagi ali drsi po njej.

V drugem primeru telo pritiska na podlago s pravo-
kotno silo mg — Fsing, zato poleg teZze mg in vieéne sile
F deluje nanj Se sila podiage F,. Navpi¢na projekcija N
zadnje je nasprotno enaka sili mg — Fsing, s katero telo
pritiska na podlago:

N = mg - Fsing

Vodoravna projekcija sile podlage pa je nasprotno
enaka vodoravni projekciji vieéne sile: F' = F cos¢ (gl.
str. 38). Ce je ta manj$a od statiéne torne sile F; = kN,
telo na podlagi miruje (kljub vleé&ni sili). Pri Fcosg >
ksN pa telo zdrsi in se nato giblje vzdolz podlage
enakomerno pospeseno s pospeskom:

. a = (Fcosp ~ F)/m = (Fcosp — kN)/m =
a = F(cosg + ksing)/m — gk;

3. Ravnovesje na klancu. Kvadrasto telo z maso m lezi
na klancu, katerega strmina je podana z naklonskim
kotom ¢. Na telo u¢inkujeta teza mg in sila podiage F,.
Prvo razstavimo na dinamiéno komponento mgsing, Ki
pospesuje telo navzdol po klancu, in na statiéno kom-
ponento mgcosg, s katero telo pritiska pravokotno na
podlago. Silo podlage F, razstavimo, enako kot v prejs-
njem primeru, na pravokotno komponento N in na
komponento F' vzdolz podlage. Komponenta N je
enaka §i|i, s katero telo pritiska pravokotno na pod-
lago: -

N = mgcosg

Recimo, da je klanec v zacetku zelo poloZen in da
njegovo strmino postopoma povecéujemo. V zacetku
telo 8e miruje na klancu in je mgsing = F'. Z nara$¢a-
njem strmine se F’ povecduje, obenem pa se zmanjSuje
pravokotni pritisk telesa na podlago in s tem tudi
zgornja meja za F' (gl. str. 38). Ko F’' doseZe zgornjo
mejo F' nax = F; = kKN = ksmgcosg, telo zdrsne po
kiancu navzdol. To se zgodi pri kotu @ = @5, za kate-_
rega velja: h

mg sings = ksmg cosg,  ali
tges = ks . (2.20a)

Staticni torni koeficient je enak tangensu naklon-
skega kota strmine, pri kateri mirujoée telo na klancu
zdrsne.
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Ko telo zdrsne, naravhamo (nekoliko zmanjSamo) str-
mino klanca (¢ = ¢), tako da telo drsi navzdol po
klancu enakomerno s stalno hitrostjo, kar pomeni, da
je dinami¢na komponentna teza enaka drsni torni sili:

mg sing; = kymg cosg;  ali
ke = tg@; (2.20b)

Drsni torni koeficient je enak tangensu naklonskega

"kota strmine, po kateri telo drsi enakomerno.

Telo miruje na klancu, ¢e je nakionski két strmine
manj8i od ¢. Pri ¢ > ¢, pa telo drsi pospeSeno nav-
zdol. e kijub preveliki strmini Zelimo, da telo na
klancu miruje, moramo z dodatno silo F pritiskati na

. telo posevno, npr. pod kotom o glede na klanec

(slika 2.23). Potisna sila F potrebna za ravnovesje
telesa na klancu, lahko pri danem kotu o zavzame
razii¢ne vrednosti med Fn, in Fpa. Spodnja meja Fp;,
je najmanj$a zahtevana sila F; pri tej telo zaCne drseti
navzdol, komponenta sile podlage F' je usmerjena
navzgor in enaka F;. Za ta mejni primer velja:

Fnncosa — mgsing + F; =0, F; = KN

Pravokotna sila N je nasprotno enaka sili, s katero telo
pritiska pravokotno na podlago, to je:

N = mgcosg + Fi,sina
Sledi:
Fmin = mg(sing— kscosg)/(cosa + K sina) (2.21a)

Zgornja meja potisne sile, Fr.x, pa je sila, pri kateri telo
zdrsi navzgor po klancu, komponenta sile podlage F' je
enaka F; in usmerjena navzdol. lzraz za Fp, lahko
dobimo neposredno iz enafbe (2.21a), e statiCnemu
tornemu koeficientu k; spremenimo predznak:

Fmax = mg(sing + k;cosg)/{cosa— kssina) (2.21b)

Recimo, da ve¢amo naklonski két a potisne sile F, tako
da sila F bolj in bolj pritiska pravokotno na podlago. Ko
a doseze g; in je cosa— ksina = cosgs — kssing; = 0, je
Frax = . Torej za a = g, drsenje telesa navzgor po
klancu ni ve¢ mozno, ne glede na velikost potisne sile
F. Za a = 90° (potisna sila pravokotna na podlago)
raunamo le F,;,, saj telo lahko drsi le navzdol.

Drsenje prostega telesa po strmem kiancu navzdol (za
F = 0) pospesSuje dinami¢na komponenta teze (mg

‘'sing), zavira pa drsna torna sila F, = kymg cosg. Torej

telo drsi navzdol po klancu s pospeskom:

- pospesek drsenja (2.22)
If = g(sing — k,cos<p)| po kF:ancu )

Na poledenelem naletu skakalnice, na bob stezi, san-
kalis¢u in drugih gladkih strminah lahko vpliv trenja na
drsenje teles zanemarimo (k; = 0). Telo drsi navzdol s
pospeskom: :

pospesek drsenja (2.22a)

po kiancu

brez trenja

ki je tem vecji, ¢&im strmejsi je klanec. Ob navpiénem
zidu (¢ = 90°) telo prosto pada: a = g, na kar ne vpliva

a=F'/m
—_—
N.
E
/I ; /
Slika 2.21
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niti trenje, saj telo ne pritiska na podlago (stati¢na
komponenta teze )j,e tu nic).

4. Drsenje povezanih teles. Telo z maso m; = 5 kg in
telo z m, = 10 kg sta povezani z vrvjo, ki vodi prek
vriljivega Skripca na vrhu klanca (slika 2.24). Najmanj
koliksen (@) mora biti naklon klanca, da telesi drsita?

" Static¢ni torni koeficient med podlago in telesoma je k;

= 0,5, drsni pa k; = 0,4. S kolikdnim pospeskom drsita
telesi, &e je naklon klanca @ = 50°. Kolik3na je tedaj sila
v vrvi?

Na telo m, deluje v smeri po klancu navzdol dinamiéna
komponenta teze m,gsing, zaradi katere bi drselo nav-
zdol. Ker je privezano na vrv, se ta raztegne in v njej se
pojavi sila F, ki zadrzuje telo. V celoti torej deluje na
telo my, sila mygsing — F v smeri po klancu navzdol. Tej
sili nasprotuje komponenta sile podlage v smeri po
strmini navzgor, ki preprecuje zdrs telesa in lahko
naraste le do stati¢ne torne sile ksmy,gcose. Recimo, da
telo zdrsi pri ¢ = 5. Ta két torej zadosca enacbi:

mog sings — F = ksmyg cosg; ali
F = m,g(sings — k; cosgs)

Sila F se prek vrvi prenese na telo my, ki ga vlece v
desno. Skripec je vrtljiv in lahek (njegovo maso zane-

marimo), zato zlahka sledi potegu vrvi in je silav vrvi na,

obeh straneh Skripca enaka. Telo my na ravni podlagi
zdrsne, Ce je viecna sila vrvi (F) enaka stati¢ni torni sili
ksmg. lzenadimo oba .izraza za silo F in dobimo
enacbo za kot ¢, pri katerem telesi zdrsneta:

myg(sings — kscosgs) = kymyg ali
sings — kK;Cos@, = ksm1/m2

Dobljeno trigonometriéno ena¢bo za neznanko ¢
prevedemo v kvadratno enatbo za cosg, (vstavimo
sing; = 1 — cos?g,). V naSem primeru dobimo cosg; =
= 0,77 ter @5 = 40°.

Pri naklonu @ > ¢, drsita telesi (my vodoravno v desno,
my pa poSevno navzdol po klancu) z enakim pospe-
Skom a (ker je vrv med njima napeta). Newtonov zakon
dinamike za vsako telo posebej da enacbi:

myg sing — kymyg cosep — F = mya
F— k,m1g = ma

iz katerih izratunamo neznani koli¢ini a in F:
a= g(mzsmtp ktmzcosq) Kemy)/(my + my) =

=21 m/s%
F = mymyg(sing — kcosp + ki)/(my + mp) = 30 N

5. Voz z maso my je na vodoravnih tleh, po katerih se

~ lahko giblje brez trenja. Na vozu je tovor z maso m,.

Tovor vleéemo v vodoravni smeri s stalno silo F. S
koliksnima pospeskoma se gibljeta voz (a;) in tovor
(a2)? (Slika 2.25)

Najprej vzemimo, da je vleCna sila F premajhna, da bi
tovor zdrsnil po vozu. Tovor in voz se torej gibljeta kot
eno telo — z enakim. pospeskom a (a; = a, = a), Ki ga
doloc¢a vieéna sila: F = (my + my)a ali a = FI(my + m,).

Zaradi vle€ne sile F sku$a tovor zdrsniti po vozu, zato
se med vozom in tovorom pojavi vodoravna kompo-
nenta sile podlage F'. Voz zadrzuje tovor s silo F,

obenem pa tudi tovor deluje na voz z nasprotno enako
silo, to je s silo F/ v desno. Na tovor torej deluje
rezultanta F - F
= ma, voz pa &uti silo F, k| ga vle¢e v smeri vieCne
sile:

F = mea = sz/(m1 +m,)

Ce se vleéna sila F poveduje, se poveéuje tudi kompo-
nenta F' sile podlage med tovorom in vozom. Ko ta

doseze zgornjo mejo F, = ksms,g, tovor po vozu zdrsne.

To se zgodi pri vie€ni sili:
F = ks(m + my)g

oziroma pri pospesku: a = k;g. Sledi, da se tovor in voz
lahko gibljeta skupno (ne da bi tovor zdrsnil po vozu)
najve€ s pospeskom k,g.

Ce je vleéna sila veéja od k(my + ms)g, tovor drsi po
vozu, tako da se gibljeta z razlicnima pospeskoma,
komponenta sile podlage (F') med njima pa je enaka
drsni torni sili F; = kkmyg. Tedaj velja:

F—kkmyg = mya, ali ég = F/my— kg in
k:m,g = myay ali.a; = kgmy/my

Vlieé¢na sila F uginkuje na voz le posredno prek trenja.
Ce med tovorom in vozom ne bi bilo trenja (k; = 0), bi
se voz ne premaknil: a; = 0 in a, = F/m,. Torej v tem
primeru omogoca pospesek voza ravno trenje, ki vegi-
noma zavira gibanje.

6. Plos¢ica z maso m je prislonjena ob veliko navpi¢no
plo§¢o. Najmanj s kolikSnim pospeskom (a) se mora
gibati plos¢a s plos¢ico v vodoravni smeri (transla-
torno), da ploséica ne zdrsi po plos¢i navzdol? (Slika
2.26)

Plos¢ica se giblje v vodoravni smeri s pospeSkom a,
torej deluje nanjo v tej smeri sila ma. To silo povzro¢a
plos¢a, ki odriva plo&¢ico pred seboj s pravokotno silo
podlage N = ma. Komponenta F' sile podlage med

‘ploscico in plo§¢o je usmerjena navzgor in vzdrzuje

ravpovesje s tezo plos¢ice. Dokler ploS&ica ne zdrsi, je
F = mg. Ce je ploséica pretezka, tako da F' doseZe
zgornjo mejo F;, = kK;N = ksma, plos€ica zdrsne nav-
zdol. To se torej zgodi za mg = F; = ksmaalizaa = g/
Ks.

‘Sila proznosti

Zgodi se, da je gibajoée se telo vezano na prozno
vzmet ali elasti¢no vrv ali na kak§no drugo prozno telo.
Med gibanjem telesa se priklju€ena vzmet deformira —
razteza ali krci, pri ¢emer se v njej pojavlja sila prozno-
sti. Nastala sila nasprotuje deformaciji in ucinkuje na
telo, ki to deformacijo povzro¢a. Poleg drugih sil, u¢in-
kujogih na telo, moramo v teh primerih upostevatl tudi
silo proznosti.

Recimo, da je telo privezano na en konec proZne

vzmeti, katere drugi konec je pritrjen na zid (slika
2.27a). Ce se telo premakne v desno za x, razteguje
vzmet s silo F (desna ¢rtkana sila F na sliki 2.27b).
Raztegnjena vzmet nasprotuje pomiku telesa z
nasprotno enako silo F (desna .polna sila F na sliki
2.27b), obenem pa vle€e zid v desno s silo F. Zid se
temu upira in vlede levi konec vzmeti s silo F v levo
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(leva €rtkana sila F na sliki 2.27b). Telo torej ¢uti silo
proznosti F, ki ga vle¢e v levo (nasprotno smeri pre-
mika), na raztegnjeno vzmet pa deluje dvoje nasprotno
enakih sil F (€rtkani sili F na sliki 2.27b), ki vzmet
raztegujeta. V mejah proznega raztezanja (e velja
Hookov zakon, gl. str. 137) je sila F premo sorazmerna
Z raztezkom x:

- 2.23)

V zgornji enacbi je F ena od sil dvojice, ki raztegujeta
vzmet. Sorazmernostna konstanta k je konstanta proz-
nosti vzmeti (merska enota N/m). Cim moénejsa je
vzmet, tem veéja je njena konstanta proZnosti, tem
vedja sila je potrebna, da raztegnemo vzmet za dan
raztezek. Sibka vzmet ima majhen k; Ze majhna sila
povzroCi velik raztezek; taksna vzmet se mora zelo
raztegniti (veliki x), da nastane velika sila proznosti.

Primeri:

1. Telesi my = 4 kg in m, = 10 kg sta povezani s prozno
vzmetjo (k = 1,5 kN/m) in lezita na gladkih, vodoravnih
tleh. TeZje telo m, vleGemo s silo F = 200 N v vodoravni
smeri. S kolik3nim pospeskom se gibljeta telesi? Za
koliko se pri tem raziegne vzmet med njima? Trenje
zanemarimo (slika 2.28).

Vle¢na sila F potegne telo m, v desno. Ker je telo
privezano na vzmet, se vzmet raztegne. Raztegnjena
vzmet potegne telo m, v desno, v smer vleéne sile. Ko
se raztezek vzmeti ustali (npr. na x), se telesi gibljeta z
enakim pospeskom a = F/(my; + m;) = 14,3 m/s®. Na
telo m, deluje sila F-kx, na telo m, pa sila kx = mja.
Sledi: x = myalk = myFlk(my + m,) = 3,8 cm.

2. Telo na elasticni vrvi. Telo z maso m je privezano

-na elastié¢no vrv, katere dolzina je /, konstanta prozno-

sti pa k. Drugi konec vrvi je pritrjen na strop.

Telo na vrvi pocasi spus¢amo in nato spustimo, da visi
na napeti vrvi (slika 2.29). Vrv se pri tem raztegne in na
telo deluje poleg teze mg $e sila proznosti raztegnjene
vrvi. Ko se telo umiri, je vrv raztegnjena za toliko (x;),
da je teZa telesa enaka prozni sili raztegnjene vrvi;
mg = kx; ali

x1 = mglk ' ' (2.24)

V naslednjem poskusu pa telo {privezano na vrv) spu-
stimo z vidine stropa (slika 2.30a). Na kateri globini se
telp ustavi? Upor zraka in maso vrvi zanemarimo.

V zaCetku padanja vrv 8e ni napeta, zato ne uginkuje
na padajoCe telo. Telo prosto pada s pospeskom g
in njegova hitrost enakomerno naraséa. V trenutku ko
doseZe globino / pod stropom in ima hitrost v, =

- = V2gl/ (slika 2.30b), se vrv pri¢enja napenjati. Recimo,

da koordinato x merimo od tega mesta navzdol. Za x >
0 je vrv napeta in na telo deluje poleg teze mg navzdol
Se sila proznosti (kx) raztegnjene vrvi, ki je usmerjena
navzgor in premo sorazmerna z raztezkom x vrvi. Do
globine I + x4 je teza $e veéja od sile proZnosti in telo
Se pospedeno pada. Za x = x; je mg = kx, in pospedek
je ni¢; v tej globini doseZe telo najvedjo hitrost. Za x >
X1 je padanje pojemajoce, hitrost se zmanj$uje, dokler
se telo pri x = x; ne ustavi (v = 0). ‘

a) /

b)

m,

<—
Fl
N
m
mg
Slika 2.26
X
F
1
—_——-p
F
Slika 2.27
. a
—_—
kx kx
— o F

Slika 2.28

Slika 2.29
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V poljubni globini ! + x pod stropom ima telo hitrost v
= dx/dt in pospesek a = dv/dt. Zadnjega izrazimo iz
Newtonovega zakona dinamike:

dv _ . dv dx

: dv
- kx = =m—— = : =mv—
mg—-kx=ma=m py m ax dar dx

ali

vdv = (g — kx/im)dx

" Dobljeno enaébo integriramo: na desni strani od 0 (to

je od mesta, kjer se vrv zaéne napenjati) do x; (kjer se
ustavi), na levi pa od v, (hitrost telesa pri x = 0) do 0.
Dobimo: ‘ :

fovdv = fz(g — kx/m)dx

B 0
2 \BI2 = gx, — (K2m)x ali
X5 — 2X1% — 2x¢4/ = 0

pri éemer smo uporabili izraza V2 = 2gl ter x; = mglk.
Kvadratna enacba za x, ima dve reSitvi:

x5 =x1 + V& + 2x;  ter
X =x—VxE + 2x;/

Prva resitev (x5) da iskano globino x,, na kateri se telo
prvi¢ ustavi. Nato se telo za¢ne dvigati (sila raztegnjene
vrvi je na tej globini moc¢nej$a od teze telesa): do x = xq
se dviga pospe$eno, naprej navzgor pa pojemajoce,
dokler se pri x = X} ne ustavi, nakar zoper zaéne padati
itd. Telo na elasti¢ni vrvi niha med globinama x in x;.
Nihanje se slej ko prej zadusi in telo obmiruje na sredini

(2.25)

~ med X in x5, to je za x = x; = mg/k (gl. sliko 2.29).

3. Vzmetno nihalo. Telo z maso m je pritrjeno na
prozno vzmet s konstanto k. Na vodoravni podlagi

(slika 2.31) deluje na telo v smeri gibanja edinole sila

proznosti vzmeti, trenje med telesom in podlago zane-
marimo, teza telesa in pravokotna sila podlage pa se
medsebojno uniéujeta in ne vplivata na gibanje telesa

vzdolZ podlage. V ravnovesni legi (v kateri telo, prepus- .

¢eno samemu sebi, obmiruje) vzmet ni ne raztegnjena
ne skréena. Ce telo izmaknemo iz te lege za x, in nato
spustimo, zaéné nihati z amplitudo x,. Pri odmiku x iz
ravnovesne lege deluje nanj sila proznosti vzmeti — kx,
ki ga vle¢e nazaj v ravnovesno lego (predznak minus
zato, ker odmiku v desno, x > 0, ustreza pospesek v
levo, a < 0; in obratno). Izmaknjeno telo dobi pospesek
a = — kxim = — (k'm)x, ki je premo sorazmeren z
odmikom x, kar je znacilno za harmoniéno nihanje (gl.
str. 15). Za takSno nihanje velja (gl. 1.26): a = - w?X,
kjer je w = 2a/t, krozna frekvenca nihala (t, je nihajni
¢as). Za naSe vzmetno nihalo torej dobimo:

w? = k/m ali

t, = 27V mik | (2.26)

Nihajni ¢as vzmetnega nihala je vegji, €e je masa telesa

vedja in &e je konstanta proznosti manjsa. Tezko telo
na 8ibki vzmeti niha z dolgim nihajnim ¢asom, lahko
telo na mo¢ni vzmeti pa s kratkim (z veliko frekvenco).

Ce je telo privezano hkrati na ve& vzmeti, tako da se
vsaka vzmet med premikom telesa za enako raztegne
ali skréi (t. i. vzporedna vezava vzmeti), se konstante
proznosti posameznih- vzmeti sestejejo (slika 2.32).

Telo niha tako, kot da bi bilo privezano na vzmet s
konstanto k = ky + ko + ... Drugace je, e so vzmeti
povezane zaporedno (slika 2.33). Ko se telo premakne
v desno za x, se spojis¢e vzmeti premakne za x;. Toliko
se raztegne leva vzmet, desna pa se raztegne za x — x;.
Leva vzmet, deluje na spojisce s silo kyxq v levo, desha
pa s silo kx(x—x;) v desno. Ti sili sta enaki kyx; = ka(x —
xy) ali xy = xkiky/(k; + k). Na telo deluje le desna
vzmet, s silo — k(X — X4) = — xkyko/ (ki + ko) = — kx, Kjer
je k konstanta proznosti nadomestne vzmeti. Sledi:

k=FKkko(ki + k) ali 1k=1/ki+1/k; (2.27)
Pri zaporedni vezavi vzmeti se obratne vrednosti kon-

stant posameznih vzmeti sestevajo v obratno vrednost
nadomestne konstante. Ce je ena vzmet toga (npr. ky =

"), uéinkuje le druga vzmet: k = k. Najbolj raztegljiva

vzmet najvec prispeva k celokupni konstanti k.

Racunski primer: Telo je privezano na vzmet s kon-
stanto ky = 2N/cm in niha z nihajnim ¢asom t; =.1,5 s.
Kolikéno vzmet (k;) moramo dodati zaporedno k prvi
vzmeti, da se nihajni ¢as pove¢a na t; = 2,0 s?

t, = 2nVmik, | t, = 27Vmik
Enacbi delimo, da se nepoznana masa krajsa:

Kky = (b/t)? = kol(ky + ko) ali
ko = ki/(B/E — 1) = 2,6 Nicm

Sila pri kroieniu

Telo z maso m se giblje s stalno obodno hitrostjo v po
krogu s polmerom r, to je giblje se z radialnim pospe-
8kom a, = v¥r = rw? ki je usmerjen k srediséu krozenja
(gl. 1.47). Ta paspesek doloca t. i. centripetalna sila
(Fop), ki uginkuje na telo v smeri k srediS¢u kroZenja.
Izratunamo jo z Newtonovim zakonom dinamike:

|F,, = ma, = — mor (2.28)

kjer je krajevni vektor r usmerjen iz sredid€a kroZenja.
Ce na krozece telo deluje hkrati veé sil, je njihova
rezultanta usmerjena k srediséu kroZenja in enaka ma,
= mv?¥r = mro? (to je centripetaina sila). Centripetalna
sila je npr. sila v vrvici, na kateri je privezano telo, ki ga
vrtimo v vodoravnem krogu; radialna komponenta sile
podlage med voznjo skozi ovinek itd. Na spiodno mora
okolica delovati na telo s centripetalno silo, e naj telo
krozi. Toda obenem tudi telo deluje na okolico, ki ga
sili v kroZenje, z nasprotno enako silo (gl. str. 31). Ta
sila se imenuje centrifugalna sila (F.).

Centrifugalna sila je sila, s katero krozece telo uéin-
kuje na okolico v smeri radija iz sredi§¢a kroZenja
navzven. Po velikosti je enaka centripetalni sili, le smer
je nasprotna: : ‘

For=—Fo = mo?  (Slika 2.34) (2:29)

Centripetalna in centrifugalna sila sta sicer enako
veliki, vendar ucinkujeta na razliéni telesi, zato sta
njuna ucinka razli¢na. Centripetalna sila deluje na kro-
Zece telo in ga sili v krozenje, centrifugalna sila pa je

V,2,,,-,,
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reakcijska sila, s katero krozece telo uéinkuje na oko-
lico v smeri iz srediS€a kroZenja.

Recimo, da privezemo kamen na vrvico, katere prosti
konec drzimo v.roki. Kamen zalu¢amo s hitrostjo v v
smeri pravokotno na vrvico, vrvica se nekoliko raz-
tegne in v njej se pojavi sila, ki vie¢e. kamen proti roki,
tako da kamen zakrozi v lok. Z raztegnitvijo nastane v

vrvici tolikéna sila, kolikréna je potrebna za radialni

pospesek pri dani obodni hitrosti in danem polmeru
krozenja. Ce zahtevana centripetalna sila mv®r preko-
rati mejo trdnosti vrvice, se vrvica pretrga in kamen
odleti v smeri tangente s hitrostjo, ki jo ima v tistem
trenutku. Na kamen neposredno ucinkuje sila vrvice.
Izvor te sile pa je v roki, ki mora vrvico trdno drzati.
Kroze&i kamen prek vrvice uginkuje na roko s centrifu-
galno silo, ki vleée roko ven iz sredi3€a kroZenja.

Kaksna centripetaina sila deluje na potnika v avtu, ko
avto zapelje v ovinek? Ko ogrodje.avtomobila skupaj s
sedezi zapelje v ovinek, se potnik zaradi vztrajnosti Se
hoce -gibati v prvotni smeri, zato ho¢e zdrsniti po
sedeZu. Med potnikom in sedeZzem se pojavi vodoravna
komponenta sile podiage, ki sili potnika v kroZenje. Ce

ta sila ne zado$c¢a za zahtevani radialni pospesek (npr. .

ée je sedez gladek), potnik zdrsne na sedezu v smeri
prvotne hitrosti in se pribliza steni avtomobila (ki je
medtem zavozil v ovinek) in udari obnjo. Od tedaj
naprej dolo¢a radialni pospeSek normaina sila (N) v

_ steni avtomobila.

Primeri:

1. Kroglico z maso m = 200 g pritrdimo na vrvico (r =
40 cm) in jo vrtimo v vodoravni ravnini. Najve¢ s kolik-
$no frekvenco jo smemao vrteti, da se vrvica ne pretrga?
Ta se pretrga, ¢e je silav njej vec¢ja od F; = 500 N. Tezo
kroglice zanemarimo.

Vrvica je napeta s centripetaino silo:

F., = mro® = mr- 41®v? < F,
cp 1

v < VF/Am’mr = 12,6/s = 755/min

Kroglica se sme vrteti najve€ s 755 vrtljaji na minuto.

2. Telo je privezano na vrvico, ki jo vrtimo v navpi¢ni
ravnini. Kako se sila v vrvici spreminja med krozenjem
(slika 2.35)?

Na telo delujeta teza mg in sila v vrvici F,. Ker je zadnja
pravokotna na obodno hitrost v, ne vpliva nanjo (gl. str.
8). To hitrost spreminja le teza mg, zato se spreminja z
viino podobno kot pri posevnem metu (gl. 1.42):

v2 = v3 — 2gh = v — 2grsing

~ Tu je v, hitrost telesa na visini sredis¢a kroga, h

pa viSina telesa nad sredi§¢éem: h = rsing. Najmanj-
8o hitrost ima telo v zgornjem delu kroga (¢ = 90°):
vZn = v2 — 2gr, najveéjo pa v spodnjem (¢ = — 90°):
Vr2nax = Vg + 2gr. .

Pri tem kroZenju je centripetalna sila sestavljena iz sile
v vrvici (F,) in projekcije teZze na smer vrvice:

Fepo = F, + mg sing = mv?/r = (m/n(v5 — 2gr sing)
F, = mV/r - 3mg sing

/.
m L
L L
mg
1
a) V0¢ . [
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Vrv je najmanj napeta v zgornji to¢ki kroga: Fp, =
= mv3/r — 3mg, najmoéneje pa v spodniji tocki: Fra =
= mv¥/r + 3mg = F,;, + 6mg. Ce se telo vrti podasi
(majhen v,), vrv v zgornjem delu kroga ni napeta:

Fimin = 0. Pri v, > V3gr pa je vrv napeta tudi v zgornji
toc¢ki kroga.

Kot telo vzemimo vedro z vodo. Ce ga vrtimo dovolj

hitro, voda v zgornjem delu kroga ne iztecCe iz vedra
(Ceprav vedro stoji »na glavi«); to se zgodi pri v, >
V3gr

Primer te vrste je tudi pilot v letalu, ki dela »looping« v
navpicni ravnini. Telo je pilot; nanj poleg njegove teze
udinkuje Se sila, s katero sedez z vsemi vezmi pritiska
nanj in ga sili v kroZenje.

3. Koniéno nihalo. Telo je obedeno na vrvici (dolzina
b), ki krozi okrog navpi¢ne osi s kotno hitrostjo w;
prosti konec vrvice je pritrjen na osi (slika 2.36). Opa-
zimo da se vrvica odmakne od osi za két @, Ki je tem

Telo krozi v vodoravni ravnini po krogu s polmerom r =
= b sing. Ker se giblje z radialnim pospeskom-a, = ro?,
mora nanj delovati centripetalna sila mrw?. Ta je rezul-
tanta teze mg in sile F, v vrvici. Vrvica se odkloni za tak
két @ in v njej se pojavi tolikSna sila F,, da je rezultanta
med njo in tezo enaka zahtevani centripetalni- sili.
Sledi:

tgp = mro’/mg = b sinpw?g ali
cosp = g/bw?

Veéji kotni hitrosti vrtenja vrvice zares ustreza vedji
naklonski két ¢ vrvice.

Sila F, v nagnjeni vrvici s svojo navpi¢no komponento
(F,cosg) vzdrzuje ravnovesje s tezo obesSenega telesa
(F,cosp = mg), njena vodoravna komponenta (F,sing)
pa omogoca krozenje (je enaka centripetaini sili).

Podobno kot zgoraj vrvica, se sedezi vrtiljaka med
vrtenjem nagnejo navzven, in sicer tem bolj (vedji
két @), €im hltreje se vrtiljak vrti.

4. S kolikSno silo (N) pritiska avto (masa m = 1000 kg)
na tla, ¢e vozi s hitrostjo v = 72 km/h po: a) vodoravnih
tleh (N,), b) polkroZni grbini s polmerom R = 50 m (N,)
in ¢) polkroZni jami s polmerom R = 50 m (N3)? (Slika
2.37)

Zanimajo nas sile, ki delujejo na avto v navpi¢ni smeri:
teza mg navzdol, sila podlage (N) navzgor. Pri vozZnji po

vodoravni podlagi (a) v navpi¢éni smeri ni pospeska,

zatojemg—N; =0in N;=mg=1000kg - 10 ms? =10
kN. Med voznjo prek grbine (b) se avto giblje z radial-
nim pospeskom.v%/R (usmerjen navzdol), ki ga dologa
rezultanta med teZo in silo podlage: mg — N, = mv¥/R
ali N, = mg— mv?/R = 10 kN — 8 kN = 2 kN. Pritisk avta
na podlago je na grbini kar petkrat manjsi kot na ravni
cesti (ob morebitnem zaviranju je tudi zavorna sila
petkrat manjSa). Drugace je v jami (primer c): radialni
pospesek v¥/R je tu usmerjen navzgor, zato je sila
podlage veéja od teze: N;— mg = mv¥/Rin N3 = mg +
+ mv¥R = 18 kN.

5. Rotor. Nekatera zabaviS¢a imajo veliko pokonéno
valjasto cev s polmerom R = 2 m, ki se vrti okrog
geometrijske osi. Clovek vstopi vanjo in se s hrbtom
prisloni ob steno, nakar se cev zaéne vrteti. Ko je

frekvenca dovolj velika, se dno rotorja spusti in ¢lovek
ostane »prilepljen« ob steno. Najmanj kolik§na mora
biti frekvenca (v,) rotorja, da ¢lovek ob steni ne zdrsne
navzdol, ¢etudi ne stoji na tleh? (Slika 2.38)

Ko se tla odmaknejo, delujejo na ¢loveka tele sile: teza
mg navzdol, pravokotna komponenta sile stene (N) v
smeri k srediS&u vrtenja in komponenta F' navzgor.
Najvegja mozna vrednost te komponente je stati¢na
torna sila F; = k;N, kijer je k; stati¢ni torni koeficient
med hrbtom in steno (obi¢ajno okrog 0,4). Clovek ne
zdrsne, Ce je njegova teza manjsa od stati¢ne torne
sile:

mg < Fs = kN

Pravokotna komponenta N je tu centripetalna sila, ki
¢loveku vsiljuje radialni pospesek krozenja: N = ma, =
= mR - 4n** Torej mora veljati pogoj: mg <
4x*v’k,mR ali v* > g/(4m*k,R) oziroma:

= Vg/(4n*k,R) = 0,56/s = 33/min

Clovek se v tem mejnem primeru giblje z obodno
hitrostjo v, = Rw, = 2nv,R = VgR/k

6. Gibanje v ovinku. Gibanje avta skozi ovinek je kro-
Zenje; omogoc¢a ga torna sila med gumami koles in
cestis¢em. Ce je kotalede se kolo usmerjeno v smer
voznje, deluje v tej smeri tudi vodoravna komponenta
sile podlage F (gl. str. 78). Najvecja vrednost te kompo-
nente (to je stati¢na torna sila F; = ksN) doloéa najveg;ji
pospesek, s katerim lahko kotale¢e se kolo pospe3uje
naprej. V ovinku voznik nekoliko zasuka volan v notra-
njo stran ovinka, tako da kolesa oklepajo majhen két s
prvotno smerjo gibanja. Zaradi zasuka kolesa se vodo-
ravna komponenta sile podlage (F’) zasuka na notranjo
stran ovinka (ker skus$a kolo zdrsniti navzven), tako da
ima poleg tangentne komponente F, (ki omogoc¢a
pospesevanje) $e radialno projekcijo F;, ki je zahtevana
centripetalna sila za voznjo skozi ovinek:

= mv¥R (Slika 2.39)

Ce se poveéa hitrost voznje (v), se poveéa tudi F, a le
do najvecje vrednosti kN, kjer je N sila, s katero kolo
pritiska pravokotno na podlago, k, pa stati¢ni torni
koeficient v radialni smeri (odvisen je od profila gum;
je najvecji, e je kolo zasukano za kot 10-20° glede na
prvotno smer; obifajno je veéji od 0,5, na suhem
cestiséu celo vedji od 1,0).

Najveéja hitrost v.,, s katero lahko avto vozi skozi
vodoravnij ovinek s polmerom R (ne da bi zdrsnil nav-
zven), je torej dolo¢ena z enaébo:

mv2,a/R = kN = k.mg ali
Vmax = VK.gR (2.30)
Zak, = 0,6in R =50 m dobimo V. = 17 m/s = 62 km/h.

Tangentna projekcija F, vodoravne komponente sile
podlage ima zgornjo mejo kN, kjer je k, statiéni torni
koeficient med gumami in cestiS$¢em v tangentni smeri.
Ker je F2 = F2 + F? (gl. sllko 2.39), velja:

K+ k=K

=7m/s=25km/h.
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pri éemer je k; celoten stati¢ni torni koeficient med
gumami in cestiSéem. Kolik8en del trenja odpade na
radialno smer (to je za ovinek) in kolik§en na tangentno
smer (to je za pospeSevanje), je odvisno od profila gum
in od zasuka volana.

Varna voznja (brez podrsavanja!) skozi vodoravni ovi-
nek je odvisna od statiCnega tornega koeficienta (k;);
ta pa se lahko spremeni (npr. ¢e se cesti$ée navlazi ali
zamasti ali ¢e se gume izrabijo). Ta odvisnost se prece;j
omili, €e je cestiS¢e na zunaniji strani ovinka dvignjeno,
tako da tudi pravokotna komponenta sile podlage (N)
nekoliko prispeva k centripetalni sili.

Na nagnjenem cestiS¢u lahko avto zdrsne ali navzdol
(navznoter, e vozi prepocasi) ali navzgor (navzven, ée
vozi prehitro). Na sliki (2.40) je oznadena sila F, za
primer, da sku$a avto zdrsniti navzven. Projekcije sil se
v navpi¢ni smeri sestejejo v ni¢, v vodoravni smeri pa v
centripetalno silo mv¥/R:

Ncosg ~ Fising—mg =0 @ = nagib cestis¢a
Nsing + Flcosp = mv¥R

_Tik preden avto zdrsne, je F; = k,N. Iz zgornjih enaéb

izlo¢imo N in izraGunamo najveéjo dovoljeno hitrost
Vmax (Pri kateri avto zdrsne ven iz ovinka):

Viax = GR (tgg + k)/(1 - ktgg) (2.31a)

Ce se avito giblje skozi nagnjen ovinek prepoéasi, lahko
. zdrsne navzdol (na notranjo stran ovinka), F! ima tedaj

smer navzgor. lzraz za V,;, dobimo neposredno iz
enalbe (2.31a), e koeficientu k. spremenimo pred-
znak:

Vin = gR (tgg— k)/(1 + kigp) (2.31b)

Razlika med v,y in Vi, je tem manjga, &im manjsi je k..
V limiti kK, — 0 (idealno gladko cesti§ée) je Vpax =
= Vnin = Vo!

vo = VgRtge ' (2.32)

Skozi naghjen ovinek se lahko peljemo brez podrsava-
nja, tudi e je cestis¢e idealno gladko, le da moramo
voziti s toéno dolo¢eno hitrostjo v,

Pri blago nagnjenem cesti§éu, tako da je tge < k;, zdrs
navzdol ni mogo¢, ¢etudi avto vozi zelo poéasi (Vpi, =
0). Druga skrajnost je mo&no nagnjeno cesti§ée s tgp
> 1/k,; avto ne zdrsne navzven, &etudi vozi zelo hitro
(Vmax = «). Poseben primer s ¢ = 90° vidimo v nekaterih
zabaviscih, kjer motorist vozi po notranji steni nav-
piCne valjaste cevi-stene; voziti mora najmanj s hitro-
stjo (gl. 2.31b za @ = 90°) v, = gR/k, (gl. podoben
primer: ¢lovek ob steni rotorja, str. 46)

7. Sila v vrteé¢i se palici. Homogena palica (masa'm,
dolZina b) se vrti v vodoravni ravnini-s kotno hitrostjo
w; 0s vrtenja gre skozi konec palice in je pravokotna
nanjo (slika 2.41). Kako se sila F v palici spreminja z
oddaljenostjo od osi? :

Palico v mislih razrezemo na koiéke z debelino dr. En

tak koS€ek z maso dm = (m/b)dr na oddaljenosti r od -

osi se giblje z radialnim pospeskom rw? Notraniji del
palice vie¢e ta kodéek s silo F(r) k osi, zunanji del
palice pa z nekoliko manj$o silo F(r + dr) proé od osi,

ul
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Slika 2.34

Slika 2.35

Slika 2.36
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tako da nanj deluje rezultanta F(r) - F(r + dr) = — dF, ki
povzro&a zahtevani radialni pospesek:

- dF = dmro? = (mw?/b)rdr

Enacbo integi’iramo, na desni strani od b <_10 r, na llevi
pa od 0 do F(r) (na zunanjem robu palice ni sile).
Dobimo:

F(n) = (mow%2b)(b®-r?) : (2.33)

Sila v vrtedi se palici je najvecja na osi (r = 0, enaka je
ma?b/2), najmanj$a (= 0) pa na najbolj oddaljenem
delu palice (r = b). :

.8. Obrot¢ s polmerom R = 40 cm in maso m = 20 kg
‘zavrtimo v vodoravni ravnini okrog njegove geometrij-
ske osi. S koliksno najveéjo frekvenco (v,) ga smemo
zavrteti, da se ne raztrga? Porudna natezna sila v
obrotu je F, = 6,5 kN.

Na lo¢ni element obroga ds = Rde, ki ima maso dm =
(m/27)dg, delujeta z obeh strani notranji sili F, s kate-
rima ostali del obroéa priklepa izbran lo¢ni element.
Zaradi ukrivljenosti obro&a sta ti sili zasukani druga
glede na drugo za két dg; njuna rezultanta (glej podo-
ben primer na sliki 2.19) dF = Fdg je zahtevana centri-
petalna sila, ki daje izbranemu lo&énemu elementu radi-
alni pospesek Rw?:

dF = Fdp = dma, = (m/2n)dpRw?® ter
F = 27mRv? (2.34)

‘Sledi:

vo = VF,/2xmR = 11,4/s = 680/min

Vztrajnostna (sistemska) sila

Newtonov zakon dinamike F = ma povezuje silo in
pospesek. Ce poznamo rezultanto F vseh sil, ki u¢inku-
jejo natelo, lahko iz te enaébe izratunamo pospesek a.
Vemo pa, da je pospeSek odvisen tudi od koordinat-
nega sistema, v katerem opazujemo gibanje, ¢e je ta
neinercialen, e se giblje neenakomerno (gl. str. 25). V
teh koordinatnih sistemih Newtonov zakon v zgornji
obliki ne zado$¢a, z njim ne moremo pravilno dologiti
pospeska telesa. Pa¢ pa pospesek telesa pravilno izra-
¢unamo z Newtonovim zakonom a = F/m v inercial-
nem koordinatnem sistemu, to je v sistemu, ki se giblje
enakomerno — premoértno in enako hitro. Ne glede na
to, iz katerega inercialnega koordinatnega sistema
opazujemo gibanje, dobimo za pospegek enak razultat:
a = F/m. Newtonov zakon dinamike lahko zato upora-
bimo le za inercialne koordinatne sisteme. Zakonito-
sti mehanike, ki izhajajo iz Newtonovega zakona dina-
mike (npr. kako se telo giblje pod vplivom sil) veljajo le
za inercialne koordinatne sisteme. V tem pogledu so
vsi inerciaini koordinatni sistemi enakovredni. Ni
mogode iznajti zakonitosti ali si izmisliti eksperimenta,
ki bi razlo¢eval razli¢ne inercialne koordinatne sisteme
glede na njihovo hitrost. Mehanske zakonitosti gibanja
v inercialnem koordinatnem sistemu so neodvisne od
hitrosti koordinatnega sistema. ‘

Potnik v letalu, ki leti enakomerno s-hitrostjo 1000 km/
h, se lahko obnasa enako, kot ¢e bi letalo mirovalo:
lahko vstane s sedeza, hodi naprej ali nazaj, nataka

- pija¢o, vdeva nit itd. Da se letalo pravzaprav zelo hitro
giblje, spozna le, e opazuje okolico, ter ob pristanku,

ko letalo zavira na pristajalni stezi. To tudi pomeni, daz
opazovanjem gibanja znotraj inercialnega koordinat-
nega sistema ne moremo ugotoviti, kako hitro se koor-
dinatni sistem giblje. Hitrost inercialnega koordinat-
nega sistema lahko dolo¢imo le, ¢e opazujemo gibanje
telesa tako iz obravnavanega koordinatnega sistema

- kot iz kak3nega drugega sistema. Potrebna je primer-
java z drugim koordinatnim sistemom.

Drugace je, ¢e je koordinatni sistem neinercialen, ¢e
se njegova hitrost spreminja s ¢asom, npr. ¢e koordi-
natni sistem pospesuje ali zavira oziroma se giblje
krivoértno (gl. str. 25). V tak3nem koordinatnem
sistemu pospesek telesa ni odvisen le od mase in sil, ki
ucinkujejo na telo (kot to predvideva Newtonov zakon
dinamike), temve¢ tudi od pospeska a, samega koordi-
natnega sistema.

Recimo, da opazovalec v mirujoéem (inercialnem)
koordinatnem sistemu izmeri pospesek a, ki ga izra-
.Cuna iz Newtonovega zakona dinamike: a = F/m, kjer
je F rezultanta vseh sil, uginkujogih na telo. Gibanje
istega telesa opazuje tudi opazovalec iz gibajoéega se
neinercialnega koordinatnega sistema. Ta izmeri rela-
tivni pospedek a’ = a — a, (gl. 1.55 na strani 25). Ker je
rezultanta F delujocih sil neodvisna od koordinatnega
sistema, ne more zapisati: @' = F/m, torej ne more
neposredno uporabiti Newtonovega zakona dinamike.
Pac pa lahko zapise takole:

a’'=a-ay=Fm-a,=(F-mag)/m=F/m

kar pomeni, da lahko uporabi Newtonov zakon dina-
mike (da je pospesek kvocient sile in mase), ée od
dejanskih sil F odsteje ma,.

Izraz —ma, se imenuje vztrajnostna ali sistemska sila
(Fs): '

F, = —ma, (2.35)

tako da je
FF=F+F, in a=F/m : (2.36)

Opazovalec v neinercialnem koordinatnem sistemu
lahko uporabi Newtonov zakon dinamike, &e rezul-
tanti dejanskih (realnih) sil F pristeje sistemsko silo
F;, kot da bi tudi ta delovala na telo. Sistemska ali
vztrajnostna sila je produkt mase telesa in pospeska
koordinatnega sistema in ima nasprotno smer: F, = —
~ ma,. Vztrajnostna ali sistemska sila ni realna (ni
telesa v okolici, ki bi s to silo uéinkovalo na telo),

ampak je umisljena ali fiktivna sila, ki jo vpeljemo zgolj

zato, da lahko Newtonov zakon dinamike uporabljamo
tudi v neinercialnih koordinatnih sistemih.

Primeri:

1. Pritisk telesa na vodoravno podlago je enak tezi
(N = mg) le, ¢e podlaga miruje (oziroma se giblje
enakomerno). Brz ko se podlaga giblje pospeseno
(dviga ali spusca), se pritisk telesa na podlago spre
meni. :

Opa:
sveti
teze
sko ¢
napr
tezo
zuna
lahke
dolo¢

Recir
hitros
pospl
smer
njo si

3. M¢
privez
smer
giblje
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Recimo, da telo lezi na tleh dvigala, ki se dviga s
pospeSkom a,. Zunanji opazovalec na zemeljskih tieh

" (ki jih tu obravnavamo kot inercialni koordinatni

sistem) vidi, da se telo (skupaj z dvigalom) dviga s
pospedkom a,. Ta pospedek povzroca rezultanta med
navzgor usmerjeno pravokotno silo tal (N) in tezo
telesa (slika 2.42a): N— mg = mag ter

N=mg+ ma, ' (2.37)

Opazovalec v dvigalu pa pravi, da telo miruje. Torej
mora biti po Newtonovem zakonu dinamike vsota vseh
sil enaka ni¢. Toda Newtonov zakon lahko uporabi le,
&e poleg dejanskih sil (N in mg) uposteva e vztrajno-
stno silo may, ki je usmerjena navzdol (ker je pospesek
dvigala usmerjen navzgor). Sledi: N~ mg— ma, = 0 ter
N = mg + ma,.

Vidimo, da oba opazovaica dobita enak rezultat za
pritisk telesa na podlago, le da vsak na svoj nacin.

Med pospesenim padanjem dvigala je pritisk telesa na
podlago manjsi od teze: N = mg — ma,. Ce dvigalo
prosto pada (ay = g), je N = 0. Ker se podlaga sproti
izmika, telo ne pritiska na podlago (kot da ne bi imelo
teze). Telo v prosto padajotem dvigalu je v »breztez-
nem stanjuc, '

2. Viseca svetilka v vlaku. Viak se giblje po vodorav-
nem tiru, s stropa vlaka visi svetilka, obeSena na vrvico.
Ce vlak vozi enakomerno, je svetilka z vrvico navpi¢na
in sila v vrvici je enaka tezi svetilke: F, = mg (slika
2.43a). Brz ko vlak sune naprej s pospeskom ap, se
vrvica nagne nazaj in oklepa z navpi¢nico két ¢, ki je
tem vedji, ¢im vecji je pospe$ek a, vlaka. Zunanji opa-
zovalec vidi, da se obesena svetilka (potem ko se v
vlaku umiri) giblje s pospeskom a, (enako kot vlak).
Zato je vrvica nagnjena nazaj, da dobi sila v vrvici (F)
komponento v smeri pospeSevanja (F,sing), ki daje
svetilki pospesek a, (slika 2.43b). Velja: *

F,sinp = ma, ter F,cosp = mg

Enacbi delimo, da se neznana sila v vrvici krajsa, in
dobimo:

a = gtge

Opazovalec v vlaku sklepa drugade (slika 2.43c). Zanj
svetilka miruje, torej je vsota vseh sil enaka ni¢. Poleg
teze mg in sile v nagnjeni vrvici (F,) uposteva Se sistem-
sko silo may, ki je usmerjena nazaj (ker vlak pospesuje
naprej). Sila v vrvici je nasprotno enaka rezultanti med
tezo in sistemsko silo. Dobi enak rezultat za tgg kot
zunanji opazovalec. Mere¢ naklonski két vrvice (),
lahko opazovalec v vlaku (ne da bi se oziral na okolico)
dolo¢i pospesek viaka ag = g tgo.

Recimo, da vlak ne vozi premoértno, ampak s stalno
hitrostjo v zavozi skozi ovinek s polmerom R. Zdaj ima
pospe$ek vlaka (to je radialni pospesek: a, = VY/R)
smer k srediS¢u ovinka, zato se vrvica odkloni v zuna-
njo stran ovinka tge = ay/g = v¥/Rg.

3. Merilec pospeska. Naprava vsebuje telo (masa m),
privezano na prozno vzmet (slika 2.44); usmerimo jo v
smer merjenega pospeska. Ce naprava miruje ali se
giblje enakomerno, je telo v ravnovesju (slika 2.44a).
Ko ogrodje naprave sune npr. s pospeskom a, v desno,

~ telo zaradi vztrajnosti Se vztraja pri prvotni hitrosti:

4 VisokoSolska fizika 1. del

Slika 2.38

Slika 2.39

Slika 2.40

dr
F(r) €—— 1~ F{r+dr)
‘b
Slika 2.41
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{oziroma mirovanju), zato se leva vzmet skréi, desna pa
raztegne. Ko se telo v napravi umiri in se giblje z
merjenim pospeskom a,, je premaknjeno za x (slika
2.44b), tako da je ma, = kx (k je konstanta proznosti
vzmeti). Premik telesa (x) je merilo za merjeni po-
spesek.

4. Centrifugaina sila. Omenili smo jo (gl. str. 44) kot
silo, s katero krozece telo uéinkuje na okolico; je torej
reakcija telesa na centripetalno silo, ki sili telo v kroZe-
nje. IzkaZze se, da lahko centrifugalno silo interpreti-
ramo tudi kot sistemsko silo v vrte¢em se koordinat-
nem sistemu.

Gibanje telesa v vrte¢em se koordinatnem sistemu smo
obravnavali na strani 27. Izpeljali smo enacbo (1.63) za
pospesek:

a=a +20XVv-or=a +a,

Kjer je w kotna hitrost vrtenja koordinatnega sistema
(ima smer rotacijske osi), v’ relativna hitrost telesa
(merjena glede na vrtedi se koordinatni sistem), t pa
vektor oddaljenosti telesa pravokotno od vrtilne osi
(slika 2.45). PospeSek vrteCega se koordlnatnega
sistema je torej dan z enacbo:

a=20XV -’ (2.38)

Prvi &len na desni strani je v zvezi s Coriolisovim-

pospeskom (gl. str. 27; razlicen je od ni¢ le, e je v’ # 0,
torej €e se telo v vrte¢em se sistemu giblje), drugi pa s
centrifugalnim pospeskom. Najprej si oglejmo pomen
drugega. Vzamemo, da telo v vrte¢em se koordinatnem
sistemu miruje (v’ = 0), da se torej skupaj s koordinat-
nim sistemom vrti s kotno hitrostjo w. Tedaj je ag =
~ or. Vztrajnostna sila, ki je posledica tega pospeska
koordinatnega sistema, je identi¢na z ze znano centri-
fugaino silo:

F.r=—may = mo’r (gl. 2.29) (2.39)

Usmerjena je pravokotno proé¢ od vrtilne osi in
naras¢a premo sorazmerno z oddaljenostjo telesa od
osi.

Kot primer si mislimo telo, ki privezano z vrvico na os
miruje na vodoravni, vrte¢i se ploséi. Zunaniji opazova-
tec vidi, da se telo vrti skupaj s plo&o, da se torej giblje
z radialnim pospeskom rw? Zato se vrvica napne s silo
F,, ki kot centripetalna sila omogod¢a ta pospesek: F, =
ma, = mro?®. (Slika 2.46) .

Opazovalec na vrte€i se ploséi sklepa drugaée. Zanj
telo miruje, torej je vsota vseh sil ni¢. Poleg sile v vrvici
(Fy) mora upostevat| 8e vztrajnostno centrifugalno silo
F = mro?, ki je usmerjena radialno navzven. Trdi, da

_ Je vrvica napeta zato, da s silo F, nasprotuje centrifu-

gaini sili, ki »vleCe« telo navzven. Sledi: F, — F; = 0 ali
F, = mro?.

Tudi Zemlja je vrteéi se koordinatni sistem, saj se vrti
okrog polarne osi s kotno hitrostjo @ = 24/24 h =
= 7,27.107s. Ko obravnavamo telesa na zemeljskem
povrsju, moramo zato poleg teZe upostevati tudi vztraj-
nostno centrifugalno silo. Ta je najve€ja na zemelj-
skem ekvatorju, kjer znasa mRw? (R = 6380 km), kar je
Rw?g = 0,00345-ti del teze telesa. Vidimo, da j je centri-
fugalna sila najve¢ okrog 1/3 odstotka teze telesa, zato

je vecdinoma lahko zanemarimo (in obravnavamo
Zemljo kot inercialni koordinatni sistem).

Za koliko odstotkov (p) je ¢lovek na geografski Sirini
@ = 46° navidezno lazji zaradi vrtenja Zemlje? (Slika
2.47) Na ¢loveka »delujejo« tele sile: teza mg navzdol (v
smeri k srediséu Zemlje), centrifugalna sila F; = mro?
= mezc_osqa pravokotno pro¢ od polarne osi ter sila
tai, ki jo razstavimo na navpié¢no projekcijo N in na
vodoravno F. Zanimajo nas navpi¢ne projekcije sil: N +
+ Ficosp— mg = 0 ali

N = m(g — Rw*cos’yp)
p (mg—-N)Ymg=1- -N/mg = Row’cos?p/g = 0,0017
=0,17%

5. Coriolisova sila je tisti del vztrajnostne sile v vrte-
¢em se koordinatnem sistemu, ki je posledica relativ-
nega gibanja telesa; ta sila »ucinkuje« le, e se telo v
vrteGem se sistemu- giblje.

Prvi &len na desni strani enadbe (2.38) je v zvezi s
Coriolisovim pospeskom (gl. 1.65). Ustrezna vztrajno-
stna (Coriolisova) sila je;

Fc=-20Xv'm=2v' Xom= mag (2.40)

Coriolisova sila je pravokotna tako na vrtilno os kot
na relativno hitrost telesa. Najvecja je, ¢e je relativna
hitrost v’ pravokotna na vrtilno os, in je ni¢, ¢e se telo
giblje vzporedno z osjo.

Opazovalec na zemeljskem povrsju lahko pravilno
pojasni gibanje teles v svoji okolici (kar smo obravna-
vali v poglavju Coriolisov pospesek, stran 27), ée poleg
realnih sil uposteva tudi centrifugalno in Coriolisovo
silo. Zakrivljanje ciklonskih oziroma anticiklonskih
vetrov (slika.1.50) npr. »povzroc¢a« Coriolisova sila. Ta
vpliva tako moéno, da vetrovi celo zakroZijo okrog
centra C nizkega Zraénega tlaka. Na sliki (2.48) so s
¢rtkanimi krogi oznadene izobare (to so &rte z enakim
zra¢nim tlakom); notranje izobare predstavljajo manjsi
tlak. Ako bi se Zemija ne vrtela, bi vetrovi pihali radi-
alno navznoter (to je pravokotno na izobare). Zaradi
Coriolisove sile pa se zavrtijo skoraj vzdol? izobar
okrog centra C v nasprotni smeri (na severni polobli),
kot se vrti urni kazalec. Anticiklonski vetrovi se Vr'(le
enako kot urni kazalec (gl. sliko 1.50a).
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3.
TELO

Doslej smo obravnavali premikanje telesa v prostoru. O
samem telesu — kako veliko je in iz ¢esa je sestavijeno —
pa se nismo sprasevali. Imeli smo v mislih ali izredno
majhno telo (toékasto telo) ali pa translatorno gibanje,
pri katerem se vsak del telesa enako giblje, tako da
razseznosti telesa pri opisu gibanja ni treba poznati.

Vsako telo je slej ko prej sestavljeno iz velikega Stevila
tockastih teles (npr. molekul ali veé&jih molekulskih
skupkov), ki so bolj ali manj mo€no povezana med
seboj. V sploSnem se posamezna tocCkasta telesa
gibljejo razlicno in je zato gibanje telesa kot celoté
dokaj zapleteno, saj se med gibanjem lahko spremi-
njata tudi oblika in velikost telesa. Kaj lahko o tak§nem
gibanju povemo, si bomo najprej ogledali pri sistemu
tockastih teles. .

Sistem to¢kastih teles — zunanje in
notranje sile

Na svetu je neprestevno mnogo tockastih teles. Razsir-
jena so po- celotnem vesolju, vendar neenakomerno,
ponekod so bolj zgos¢ena kot drugod. Ker sile med
njimi upadajo najmanj s kvadratom oddaljenosti, zelo
oddaljena telesa ne vplivajo na gibanje teles iz naSe
bliznje okolice, zato se zanje ne zanimamo. V sistem
tockastih teles zdruzimo vsa tista tockasta telesa iz
nase okolice, katerih gibanje nas zanima. Vsakokrat
posebej se dogovorimo, katera telesa spadajo v izbrani
sistem, torej katera telesa obravnavamo. Vsa druga
telesa pripadajo okolici nasega sistema in nas njihovo
gibanje ne zanima. Dogovor o tem, katera telesa so v
izbranem sistemu in katera v okolici, je seveda polju-
ben in ga po potrebi spreminjamo. '

Telesa iz okolice ucinkujejo na izbrana tockasta telesa
sistema s silami; to se zunanje sile sistema. Ce so
okolidna telesa zelo oddaljena, lahko vpliv zunanijih sil
na gibanje sistema zanemarimo; tedaj pravimo, da je
sistem izoliran od okolice. V splosnem to ni, pa se
sprasujemo, kako zunanje sile pospesujejo sistem.

.Sile, s katerimi posamezna to¢kasta telesa izbranega

sistema ucinkujejo drugo na drugo, se imenujejo
notranje sile sistema. Znacilno zanje je, da se poja-

vljajo v parih nasprotno enakih sil. Ce namre¢ eno telo

ucinkuje na drugo s silo, istoasno tudi drugo telo
uéinkuje na prvo z nasprotno enako silo (glej zakon o
medsebojnem ucéinkovanju teles, stran 31), tako da je
vektorska vsota vsakega para sil ni¢. Sledi, da je vek-
torska vsota vseh notranjih sil, s katerimi vsa telesa
sistema medsebojno uginkujejo, enaka ni€.

Recimo, da je izbrani sistem sestavljen iz N to¢kastih
teles. Eno od njih ima maso m;, njegovo trenutno lego
in hitrost podajata vektorjar; in v; = dr/dt (slika 3.1). Ce
te€e indeks i prek vseh celih Stevil od 1 do N, zajamemo
vsa toCkasta telesa naSega sistema. ' '

Gibalna koli¢ina telesa m; (G; = m;v;, gl. 2.2) se spremi-
nja s ¢asom, ker na telo delujejo notranje in zunanje
sile. Z F; ozna¢imo rezultanto vseh zunanjih sil, s kate-
rimi vsa telesa iz okolice uéinkujejo na to¢kasto telo
m;, z {; pa notranjo silo, s katero to¢kasto telo m;
uéinkuje na m; (slika 3.2). ToCkasto telo m; torej v celoti
Cuti silo:

N

F,'+f|,' + fg,‘ + fSi + ...+ fNi = F,' + ij,'
J=1

D
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ki podaja ¢asovni odvod gibalne koligine G; (gl. 2.3):

N

=1 '
Podobno ena¢bo napiSemo za vsako tockasto telo
na$ega sistema, to je za

i=12,...,N

Dobimo N enacb, pri cemer je obiéajno N zelo veliko
steviio. Ako bi poznali sile (notranje in zunanje), bi

lahko iz zgornjih enacb izracunali, kako se gibalna "

koli¢ina (to je hitrost) vsakega tockastega telesa
sistema spreminja's ¢asom. Toda sile (predvsem notra-
nje) so odvisne od razdalje med telesi, te pa se zaradi
gibanja spreminjajo s ¢asom (vsaka po svoje), in pro-
blem je v splognem tezko resljiv (vsaj brez pomodi
velikega ragunalnika). Zatorej ne moremo pricakovati,
da bi lahko v splosnem ugotovili, kako se posamezna
totkasta telesa sistema gibljejo, kako se njihove hitro-
sti spreminjajo s ¢asom.

Kljub temu lahko vsaj nekaj povemo o gibanju celot-
nega sistema. Napi§imo enacbo (3.1) za vsako telo
posebej, to je za i = 1,2,..,N in nato dobljene enacbe
sestejmo. Dobimo:

N N N N

ZdG,-/dt = ZF,- +‘Z Zf,-,- ) (3.2)
i=1 i=1 i=1 j=1

Na levi strani imamo vsoto ¢asovnih odvodov gibalnih

koli¢in posameznih teles. Ker je vsota odvodov enaka

odvodu vsote, lahko zapiSemo:

Y dG/dt = d() G))/dt = dG/dt

kier je G vektorska vsota gibalnih koligin vseh teles
sistema, to je gibaina koli¢ina celotnega sistema:

N N
G=G1+Gz+...+GN=ZG,‘=Zm,'V,' (3.3)
i=1 i=1
Prvi ¢len na desni strani sumarne enacbe (3.2) predsta-
vlja rezultanto vseh zunanijih sil, ki u€inkujejo na vsa
to¢kasta telesa sistema:

N
F = ZF,
i=1

Drugi ¢len pa zajema celotno vektorsko vsoto vseh
notranjih sil. Ker se te paroma medsebojno kompenzi-
rajo, je njihova rezultanta nié:

N N

), 2hi=0

=1 j=1
Po vsem tem se sumarna enacba (3.2) poenostavi v
enacbo:

o

iz katere sledi, da je gibalna koli¢ina sistema odvisna
le od zunanjih sil; notranje sile izpadejo. Gibalna koli-
gina sistema se spreminja s ¢asom tako, kot predpi-
sujejo zunanje sile; notranje sile ne morejo vplivati
nanjo. Te sicer spreminjajo gibalne koli¢ine posamez-
nih teles sistema, ne morejo pa spremeniti njihove
vsote, to je celotne gibalne koli¢ine sistema.

Za F = 0 dobimo dG/dt = 0 ali
G = konst. - (3.5)

m;
- M T
&
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Slika 3.2
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Ce na sistem ne delujejo zunanje sile, oziroma &e je
njihova rezultanta ni¢, je gibalna kolicina sistema
stalna (se ne spreminja s éasom, ¢etudi uéinkujejo in
se spreminjajo notranje sile).

Primeri:

1. Vozi¢ek z maso my je prek prozne vzmeti spet z
vozickom m; (slika 3.3a). V zaéetku vozitka mirujeta,
vzmet med njima je stisnjena. Ko vzmet sprozimo, da
se raztrga, voziéka odletita s hitrostma vq in v, v
nasprotnih smereh (slika 3.3b). V kak§nem razmerju
sta si hitrosti vozi¢kov? Trenje zanemarimo.

Na$ sistem sestavljata vozi¢ka m; in m,. Resda nista
tockasti telesi, vendar ¢e se gibljeta translatorno
(kolesa izvzamemo), ju lahko obravnavamo kot tak$ni.
Ker v zadetku mirujeta, je njuna skupna gibalna koli-
¢ina ni¢: G = 0. Na vozi¢ka delujejo zunanje sile: njuni
tezi in pravokotni sili podlage. Te se medsebojno uni-
éujejo, zato je F = 0. Torej je gibalna koli¢ina obeh
vozickov ves Gas ni¢, ¢etudi se vmes sprozijo notranje
sile vzmeti. Po sprozZitvi vozicka odskogéita s tak§nima
hitrostma v, in v,, da je vektorska vsota njunih gibalnih
koli¢in nié:

G=mv, + myvy, = 0 ali vo = —vymy/m;,

En vozi¢ek odnese v eno smer tolik§no gibalno koli-

¢ino, kolikrSno odnese drugi v nasprotno smer. Notra-

nji sili sproZzene vzmeti spremenita gibaino koligino
vsakega voziCka, vendar tako, da je skupna gibalna
koli¢ina vozi€kov $e zmeraj ni¢, kot je bila pred sprozi-
tvijo. Celoten G lahko spremenijo le: zunanje sile, teh
pa v tem primeru ni.

Podobno kot zgoraj se dogaja pri streljanju z razli¢nimi
orozji. Izstrelek odnese neko gibalno koligino (kolik-
§no, je odvisno od notranjih sil, to je od energije,
sprodcene z eksplozijo); z enako veliko gibalno koli-
¢ino sune orozje samo (npr. puska, top) v nasprotno
smer. Da ne sune s preveliko hitrostjo, je orozje
masivno (njegova masa velika v prlmerjaw Z maso
izstrelka).

Nadaljnji primeri:
S koliksno hitrostjo se odrine &oln, s katerega skotimo

na breg? Kako se giblje ladja zaradi tega, ker se po
njenem krovu sprehaja potnik?

2. Granata se giblje enakomerno s stalno gibalno koli-
¢ino G (slika 3.4). Naenkrat se razleti na razliéna kosa,
ki odletita vsak v svojo smer. Kaj lahko reéemo o
hitrosti kosov?

Hitrost in smer gibanja kosov sta sicer odvisni od
nacina razstrelitve granate (od sproséene energije, od
notranijih sil, ki se sprostita ob razstrelitvi) in sta zato v
razli¢nih primerih razliéni, vendar je njuna skupna
gibalna koli¢ina vsaki¢ enaka prvotni gibalni koligini G
granate: B

G1+GQ=G

Eksplozija granate ne spremeni celotne gibalne koli-
Cine.

3. Oklepni voz, ki miruje na vodoravnem tiru, izstreli
granato (m; = 200 kg) s hitrostjo vy = 1 km/s pod
kotom @ = 45° glede na tir. S kolikéno hitrostjo (v,) se
premakne voz po tiru, ée je njegova masa m, = 20t ?
(Slika 3.5)

Ker granata odleti poSevno navzgor, bi se moral voz
odriniti v nasprotno smer v tla. Tir se temu upre, pojavi
se dodatna sila tal. Voz se lahko premakne le v vodo-
ravni smeri. V tej smeri dobi gibalno koli¢ino myv,, ki je
nasprotno enaka vodoravni projekciji odnesene gibal-
ne koliine (granate): myv;cosg. Za navpi¢no projek-
cijo myvysing pa poskrbi povec¢ana pravokotna sila tal.

V tem primeru se gibalna koli¢ina ohranja le v vodo-
ravni smeri (v tej smeri namre¢ ni zunanjih sil), v
navpiéni smeri pa se poveca; prvotno je bila ni¢, po
izstrelitvi granate pa je myvysing; ta sprememba je
enaka sunku poveéane sile tal (gl. 2.5).

Masno sredi$ée sistema

Enacba (3.4), ki podaja ¢asovno spreminjanje celotne
gibalne koli¢ine sistema v odvisnosti od zunanijih sil, je
po obliki podobna enacbi (2.3) za spremembo gibalne
koli¢ine toCkastega telesa. Lahko si izberemo neko
toc€ko, t.i. masno srediSée sistema (C), ki predstavlja
celoten sistem tockastih teles. Mislimo si, da masno
sredis§¢e C zajema maso celotnega sistema in se
giblje s celotno gibalno koli¢ino G sistema, kot da bi
zunanje sile delovale neposredno nanj.

Masno sredisée ni nobeno toékasto telo, je umisljena
(matemati¢na) tocka, ki jo vpeljemo zgolj zato, da z
njeno - pomocjo enostavneje zasledujemo gibanje
celotnega sistema.

Trenutno lego masnega sredi$¢a podaja krajevni vek-
tor r¢, njegovo hitrost pa vektor vg = drc/dt (slika 3.6).
Seveda je lega odvisna od prostorske razporeditve
posameznih to¢kastih teles, ki sestavljajo sistem. Ugo-
tovimo jo s pomo¢jo definicije, da se masno sredidée
giblje z gibalno koli¢ino G sistema, kot da bi bila v
njemu zbrana vsa masa m sistema. Sledi:

N N
G = ZG, = Zm,'v,' =mvV¢ (36)
i=1 i=1
ali
N
ve = (1/m) Y my, (3.6a)

i=1
Hitrost masnega sredi$¢a je povpreéje hitrosti posa-

meznih toCkastih teles sistema; uteZ povpreéenja je _

masa telesa. Masivnej$a telesa ve¢ prispevajo k hitrosti
masnega sredi$¢a kot lazja.

Ker je v¢ = drc/dt in v; = dr/dt, napisemo naprej:

N
Zm, dr, = m& ali
'd n @ dt
Zm,r, — (mrg) ter (ne upostevaje integracij-
dt iz dt ske konstante)
N
mrg = Zm,-r,- ali
i=1

rc = (1/m) NZmi(, (3.7)

i=1

e e
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Projekcije krajevnega vektorja masnega sredi§¢a na
posamezne koordinatne osi so dane z enacbami:

Xc = (1/m) im;x,- (3.7a)
=1
N ,

Ye = (m) Y my, (3.7b)
=1 .
N . .

Ze = (1/m) Zm,-z,- (8.7¢)

=

Podobno kot hitrost v je tudi krajevni vektor ro mas-
nega sredi§¢a povprecje krajevnih vektorjev r; posa-

meznih togkastih teles, ki sestavljajo sistem, pri emer

vsako telo prispeva k povpregju sorazmerno z maso.
Masno srediS¢e C sistema je zato v blizini masivnih
teles; telesa z majhno maso malo odlo¢ajo o legi mas-
nega srediSc¢a celotnega sistema.

Primera:

1. TocCkasti telesi my = 2 kg in my, = 1 kg sta razmak-
njeni za d = 60 cm. Kje je njuno masno sredisée (slika
3.7)? Koordinatni sistem zasukamo tako, da je npr. telo
my v koordinatnem izhodiscu (r; = 0), telo m, pa na osi
X(Yo=2,=0,x, = d). Potemvelja: yc =z = 0in x¢ =
{mxq + mxo)/(my + mp) = dmy/m = d/3 = 20 cm.

2. Tockasta telesa m; = 10g, m, =20g, my =30g in
m, = 40 g so razvr§¢ena po oglis¢ih pravokotnika s
stranicama a = 60 cm in b = 40 cm, kot kaze slika (3.8).
Dolo¢i njihovo masno sredisce!

Ker so vsa telesa v isti ravnini, usmerimo koordinatni
sistem tako, da sta osi x in y v tej ravnini, os z pa
pravokotna nanjo. Tedaj je z; = 0; raéunamo le y; in
Xc.

Xg = (MX1 + MaXo + MaXz + MyXs)/m =-a(my + my)/m=
=30 cm .

Yo =(my1 + Mays + Mays + myys)/m = b(ms + my)/m =
= 28 cm

Po definiciji sé masno srediS¢e sistema giblje tako, kot (
- da bi imelo celotno gibalno koli¢ino in celotno maso

sistema in kot da bi zuhanje sile delovale neposredno
nanj. Enac¢bo (3.4) interpretiramo kot posploden New-
tonov zakon dinamike za gibanje masnega sredis¢a:

dG  d(mvg) m dve
dt dt dt

| | 3.7)

kjer je ac = dv /dt pospeSek masnega sredis¢a.

F=

= Mmac¢

Vidimo, da je pospesek masnega sredisca odvisen od
zunanjih sil. Masno sredisSce sistema se giblje tako, kot
predpisujejo zunanje sile. Notranje sile nanj ne vpli-
vajo. Cetudi se spreminjajo in se npr. mo¢no povecajo
(ob eksploziji sistema), se to ne pozna na gibanju
masnega srediS¢a sistema. Notranje sile lahko spremi-
njajo hitrost oziroma gibalno koli¢ino posameznih

b
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teles sistema, ne morejo pa spreminjati hitrosti v¢
njihovega masnega sredis¢a.

Ko skakalec sko¢i s skakalne deske v vodo, se njegovo
masno srediS¢e (nekje blizu Zelodca) giblje pod vpli-
vom zunanje sile — teze po paraboli poSevhega meta
(upor zraka npr. zanemarimo). Med skokom se skaka-
lec skréi (z delovanjem notranijih sil — sil misic) in zavrti
okrog svojega srediS€a, vendar se njegovo sredisce
zaradi tega ne giblje ni¢ drugace (slika 3.9). To sicer
velja le, ¢e zares lahko zanemarimo upor zraka. Ta se
namre¢ spremeni, ko se skakalec skré&i, zato se tudi
masno sredi§¢e giblje drugace.

Topovska granata se giblje po paraboli, ki je znagilna
za poSevni met pod vplivom teze. Ko granata med
letom eksplodira in se razleti na kostke, se masno
sredi8e razletelih kosckov $e naprej giblje po prvotni
paraboli (slika 3.10). Razstrelitev granate namreé pov-
zrodijo notranje sile, te pa ne morejo vplivati na hitrost
masnega sredi$a granate. Ali se po eksploziji granate
spremeni tudi gibanje masnega sredi$éa, ¢e uposte-
vamo upor zraka? Zakaj?

Reakcijska sila

Ko odskogimo s ¢olna, se ¢oln odrine v nasprotno
smer, njegova hitrost v nasprotno smer se poveéa. Z
vozedega voziéka odvrzemo predmet v smeri nazaj;
hitrost vozi¢ka v smeri naprej se zaradi tega poveéa. Ce
stalno odmetujemo predmete nazaj, se hitrost vozi¢ka
stalno poveluje. Vozicek se giblje pospeSeno v
nasprotni smeri, kot odmetujemo predmete. Odvrzeni
predmeti se »odrivajo« od vozi¢ka in ga tako pospesu-
jejo v nasprotno smer. Pravimo, da se voziek pospe-
Suje, ker ga odvrzeni predmeti odrivajo z reakcijsko
silo.

Raketa izmetuje izpusne pline. Ti z reakcijsko silo
porivajo raketo naprej, nasproti smeri- iztekanja. V

‘nekem trenutku ima raketa maso m in se giblje s

hitrostjo v. V naslednjem kratkem ¢asovnem intervalu
dt raketa odvrze pline z maso dm in z relativno hitrostjo
u, zaradi ¢esar se hitrost rakete poveca za dv. Gibalna
koli€ina izpudnih plinov v smeri naprej se zmanjsa z
vdm na (v — u)dm, to je za udm. Za toliko se poveca
gibalna koli¢ina rakete v smeri naprej: mdv. Sledi:

udm = mdv

Enadbo delimo z dt, da dobimo spremembo v ¢asovni
enoti:

u(dm/dt) = mdv/dt

Koli¢nik dm/dt se imenuje masni tok izpusnih plinov
(Pm):

(3.38)

Pove maso snovi, ki jo raketa odvrze v &asovni enoti

(merska enota je kg/s).

PospesSek a = dv/dt rakete zaradi reakcijske sile izpus-
nih plinov potemtakem raéunamo z ena&bo:

ma = udy, (3.9)

Produkt relativne hitrosti u iztekanja in masnega toka
P, iztekajocih plinov ima dimenzijo sile; imenuje se
reakcijska sila iztekajocih plinov. Ta je tem veéja, s
¢im vegjo hitrostjo plini iztekajo iz rakete in &im vedji je
njihov masni tok.

Primer:

Plini iztékajo iz rakete z relativno hitrostjo u = 1500 m/

s, masni tok je ¥, = 150 kg/s. Koliksen pospesek
vsiljuje reakcijska sila raketi z maso m = 10t?

a = ud,/m = 1500 ms™ - 150 kgs™/10000 kg =
= 22,5 m/s?

Balon s stisnjenim zrakom pritrdimo na voziéek. Balon
odpremo, da za¢ne zrak iztekati. Reakcijska sila izteka-

_joCega zraka potiska voziéek v nasprotno smer. Voda,

iztekajo€a iz pipe, odriva pipo z reakcijsko silo. Ta je
posebno opazna pri gasilski cevi ali v kopalnici pri cevi
za tusiranje. Ce pipo na hitro odpremo, da voda briz-
gne iz cevi, se cev sunkovito premakne v nasprotno
smer, kot izteka voda. Reakcijska sila iztekajo¢e vode
poganja vrteéi se Skropilnik za namakanje travnika.

Raketa nosi s seboj gorivo, ki izgoreva v posebnih
komorah. Nastali vrogi plini z veliko hitrostjo izstopajo
skozi izpusne Sobe in odrivajo raketo z reakcijsko silo,
tako da se raketa lahko pospesuje tudi skozi brezzraéni
prostor.

vPrimer:

Raketo z zemeljskega povrsja izstrelimo v navpiéni
smeri. Kako se mora masa rakete spreminjati s ¢asom,
da se raketa dviga s stalno hitrostjo v,? Zaetna masa
rakete skupaj z gorivom je m,, izpusni plini iztekajo iz
rakete s stalno relativno hitrostjo u. Upor zraka zane-
marimo.

Na raketo delujeta sili: teza rakete m(t)g navzdol ter
reakcijska sila u®,,(t) navzgor, pri temer je ¥, = —dm/
dt. TeZni pospesek se z vi§ino zmanjsuje (gl. 2.11): g =
GoR?Ir?, gy je tezni pospesek na povriju Zemlje (=
9,81 m/s?), R je polmer Zemlje (= 6400 km), r je odda-
lienost rakete od sredig¢a Zemlje = R + v,t.

Raketa se dviga s stalno hitrostjo v, &e je potisna
reakcijska sila ves ¢as enaka tezi:

ud,, = mg (predznak minus
am 2 . zato, ker se m
U= = ~mgoR*(R + vot) all zmanjSuje s &a-

som in pozitivne-
mu dt ustreza ne-
gativen dm)

u mdm = —goR¥R + vty 2dt

Enaébo integriramo: na levi stranvi od my do m, na
desni pa od 0 do t. Dobimo:

U In(my/m) (oR*Vo)[R™ = (R + vot)™"] =
=goRt/(R + Vl)
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ter

gohAt
u(R+ v

m = mgexp

Ker poznamo maso rakete kot funkcijo ¢asa, lahko
izraéunamo, kako se mora masni tok izpusnih plinov
@, = —dm/dt spreminjati s ¢asom, da se bo raketa
dvigala enakomerno s stalno hitrostjo v,.

Sila curka

S pojmom curek razumemo mnozico (sistem) delcev,
ki se gibljejo vzporedno .s priblizno enako hitrostjo,
npr. vodni curek, zraéni tok, curek elektronov v katodni
cevi, curek kroglic iz strojnice itd. Podamo hitrost
curka (to je hitrost delcev v curku) v, njegov preéni
presek S in masni tok @,,. Masni tok je kvocient mase
snovi (dm), ki v Casovnem intervaly dt ste€e skozi
pre¢ni presek curka:

@, = dm/dt

Skozi prerez S (gl. sliko 3.11) prispe v ¢asovnem inter-
valu dt vsa snov, ki je v volumenskem elementu z
osnovno ploskvijo S in dolzino vdt vzdolz curka do
prereza S, to je: dm = pdV-= pSvdt, pri Cemer je o
gostota snovi v curku, to je masa snovi v enoti prostor-
nine curka. Sledi:

610

Ce poznamo $tevilo (n) delcev (npr. kroglic), ki v enoti
Casa prete¢ejo skozi precni prerez curka, je seveda:

O, =nu ' : (3.10a)

kjer je p masa enega delca v curku.

Curek predstavlja gibajo¢o se snov, to je tok gibalne
koli¢ine. Ta se ne spreminja, ¢e je vsota vseh sil, ki
ucinkujejo na delce curka, enaka ni¢; tedaj curek tece
enakomerno — premo¢rtno s stalno hitrostjo. Brz ko pa
curek zadene na oviro, se gibalna koli¢ina spremeni.
Sprememba gibaine koli¢ine v enoti casa je enaka sili
(gl. 2.3), s katero ovira uginkuje na curek, oziroma je
nasprotno enaka sili, s katero curek odriva oviro.

V splodnem ovira spremeni tako velikost kot smer
hitrosti delcev v curku. Recimo, da delci vpadajo na

oviro s hitrostjo v, zapus¢ajo pa jo s hitrostjo v, (slika -

3.12). V éasovnem intervalu dt prispe do ovire dm =
@, dt snovi, ki prinese gibalno koli¢ino vdm. Zaradi
ovire se ta gibalna koli¢ina spremeniza dG = dm(v,-v),
kar je sprememba gibalne koligine curka v ¢asovnem
intervalu dt. Kvocient spremembe gibalne koli¢ine in

tasovnega intervala, v katerem se sprememba zgodi, .

je enak sili, ki to spremembo povzroéi, to je sili, s
katero ovira zadrZuje curek: dG/dt = (dm/df)(v; - v) =
Dp(vq — V).

Sila curka je sila, s katero curek odriva oviro; je
nasprotno enaka sili, s katero ovira moti njegovo giba-
nje, to je:

Sila curka (3.11)

Sika 3.11
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v
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Sila curka je produkt masnega toka in spremembe
hitrosti curka.

Zgodi se, da se curek ob oviri ustavi (v; = 0) ali pa se ob
njej razlije enakomerno v vse smeri (slika 3.13). Tedaj
ima sila curka vpadno smer (odriva oviro v smeri curka)
in je velika:

F=ad,v . (3.11a)

Primera:

1. Vodav potoku te€e s hitrostjo 1,5 m/s, pre€ni presek
je okrog 10 dm2 Potok nenadoma zajezimo s pravo-
kotno pregrado, tako da voda odteka v pravokotni
smeri v sosednja bazena na obeh straneh potoka. S
kolik$no silo moramo zadrzevati pregrado, da je potok
ne odnese?

F = ®,v =08/ = 10°%kgm=-0,1m?- 2,25m%2 =
F =225 kgms? = 225N

2. Lesena klada z maso M = 2 kg visi na dolgih nitkah
(slika 3.14). Vanjo streljamo s strojnico v vodoravni
smeri; v sgkundi izstrelimo 40 metkov, masa vsakega
metka je 0,5 g. Metki se zarivajo v klado in jo odrivajo,
zaradi ¢esar se klada odkloni za két 15°. Koliksna je
povpreéna hitrost izstreljenih metkov?

Na vise€o klado delujejo tele sile: teza Mg, sila curka
metkov F in sila v vrvicah. Klada se umiri pri tak3nem
kotu ¢, da ima rezultanta med teZo in silo curka smer
vrvic (in je nasprotno enaka sili v vrvicah), tako da
velja: tgp = F/Mg ali F = Mgtgg. Sila curka izstreljenih
metkov znaSa (gl. 3.11ain 3.10a): F = &,,v = nuv. Sledi:

v = (Mg/nu)tge = 260 m/s = 950 km/h

Silo vodnega (parnega) curka izkori§¢éamo pri vodnih
(parnih) turbinah. Ovira so lopatice na obodu rotorja
turbine. Vpadni curek odriva lopatice in s tem vrti rotor.
Torej s pomodjo sile gurka spreminjamo kineti¢no
energijo curka v rotacijsko kineti¢no energijo rotorja
turbine.

Rotor turbine se vrti, zato lopatice bezijo pred curkom;
relativna hitrost med curkom in lopatico je manj$a, kot
¢e lopatice mirujejo, manjsa je tudi sila, s katero curek
odriva lopatice. Za primer turbine vzemimo, da so
lopatice zakrivijene, tako da odbijajo curek zenako rela-
tivno hitrostjo nazaj (slika 3.15). Ce se lopatice gibljejo
s hitrostjo v, v smeri curka, curek zadeva obnje z
relativno hitrostjo v - v,; z enako relativho hitrostjo se
odbija nazaj, kar pomeni, da se curek po odboju od
lopatic giblje v levo s hitrostjo 2v, — v, hitrost curka se
torej spremeni za 2(v— v,,). V tem primeru curek odriva
lopatice s silo F = @, - 2{v — v,). Masni tok &,, pove
maso snovi, ki v enoti ¢asa priteka do lopatic turbine.
Ce so lopatice razvri&ene po obodu rotorja na gosto
(ko se ena odmakne, je ze druga v curku), je masni tok
@, neodvisno od hitrosti v, lopatic enak oSv. Pri posa-
miénih lopaticah pa je treba upostevati relativho
hitrost: @, = oS(v— v,). -

Zelimo, da bi rotor turbine &im hitreje prejemal kine-
ticno energijo, da bi torej sila curka delala s ¢im vecjo

mogjo. Iz srednje $ole se spomnimo, da je moé enaka
produktu sile in hitrosti (gl. str. 87). Vpadni curek
potemtakem oddaja lopaticam mog¢:

P=Fv, =&, 2(v- VvV,

Kako hitro naj se gibljejo lopatice rotorja, da bodo od
curka prejemale najve¢jo mozno mo&? Ce se gibljejo
zelo pocasi, je moé P majhna, ker je v, majhen. Pri
hitrem gibanju pa je P zopet majhen, ker je F majhen
(gl. sliko 3.16). Najvecjo mozno mo¢& dobimo pri vmesni
hitrosti v, lopatic, za katero velja:

dP/dv, = 0

Za turbino z gosto razporejenimi lopaticami velja: P =
20SV. (V= Vo)V, in dP/dv, = 20Sv(v—2v,;) =0 ter v, = v/
2. Turbina prejema najveé¢jo mozno moc¢, ¢e se lopa-
tice gibljejo s polovicno hitrostjo curka. Tedaj se

curek po odboju od lopatic ustavi in torej preda lopati- .

cam vso svojo kineti€no energijo. (Za turbino s posa-
mi€nimi lopaticami pa dobimo najve&jo mozno mo¢ pri
v, = VI3)

Pritisk padajo¢ega peska na tla. Pesek pada z visine h
na vodoravna tla, kjer obmiruje (slika 3.17). Zanima nas
sila N, s katero padajo¢i pesek pritiska ob tla, ki ga
ustavljajo.

Delci peska padajo na tia s hitrostjo v = V2gh , masni
tok curka (gl. 3.10) je: @, = oSy, kjer je S presek curka,
© pa povprecna gostota peska v curku. V ¢asovnem
intervalu dt pade na tla pesek z maso dm = &,dt =
oSvdt, ki prinese gibalno koli¢ino dG = vdm = oSv*dt.
Sila N je enaka spremembi gibalne koli¢ine v asovni
enoti:

N = dG/dt = gSv? = oS- 2gh = mg.

pri Cemer je m = 2p0Sh masa celotnega padajotega
dela peska.” Ko se pesek ustavi ob tleh, pritisne na tla
s silo, ki je enaka teZi celotnega padajotega peska
(vidina h nad tlemi). Ce bi pesek nad tlemi miroval kot
pokongen steber, bi pritiskal na tia prav tako s tezo mg.

Zgoraj smo racunali silo, s katero tla ustavljajo pada-
jogi curek. Tej sili moramo seveda dodati $e tezo miru-
joega (Zze ustavljenega) peska, da dobimo celoten
pritisk peska na tla.

Ovira v sploSnem spremeni smer curka in je treba
radunati silo curka vektorsko (3.11). Sila curka F ima
poleg komponente v vpadni smeri curka $e kompo-
nento v prec¢ni smeri, s katero curek odriva oviro
pre¢no na vpadno smer. Ta je seveda vecja, &e ovira
moéneje zakrivi tok curka.

Primera:

1. Vodni curek priteka s hitrostjo v na zakrivljeno lopa-

tico, ki zasuka njegovo smer za két 0 (slika 3.18). S ~

kolik8no silo moramo potiskati lopatico v vzdolZni

N h .
m= 6[ o(2)Sdz= ngbfdz/v(z) = (SQV/\/2g ) f(h— 27"2dz
9

= SovV2hig = 20hS
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smeri in s kolikSno v pre¢ni, da se zaradi curka ne
premakne?

Na obmodéju lopatice je v nekem trenutku dana mno-
Zina vode. V naslednjem kratkem ¢asu dt priteGe na
lopatico dm = @,dt = pSvdt vode, ki prinese v smeri x
(to je v vpadni smeri) gibalno koli¢ino vdm. Obenem
odteCe z lopatice enaka mnozZina vode, ki odnese
gibalno koli¢ino vdm v smeri kota 6. V vpadni smeri (x)
se torej gibalna koli¢ina vodnega curka zmanj$a za dG,
= v(1 - cos@)dm; to zmanjSanje povzrodi sila F,. Velja:

F, = dG/dt = oSv¥(1 — cosé)

Pre¢na sila F, pove&a gibalno koligino curka v preéni
smeri y od 0 na dG, = vdm siné. Sledi:

F, = dG,/dt = oSv’sing

2. Snezni plug rije po vodoravni cesti s stalno hitrostjo
v =18 km/h in odmetava sneg; vsako minuto odvrze 60
ton snega. Sneg izstopa iz pluzne brane z relativno
hitrostjo ¥ = 3 m/s pod pravim kotom glede na smer
gibanja pluga. S kolik$no silo (F,) mora plug potiskati
brano naprej in kolikSna sila (F,) deluje na plug od
strani?

Kar se sil ti¢e, so razmere enake, kot ¢e plug miruje in
sneg vstopa v brano z nasprotne smeri s hitrostjo v.
Primer je podoben prvemu (za 6 = 90°). Dobimo:

_ 60000 kg

Fr=®,v=———-5ms"' =5000N =5kN.

60s
F, = ®pu =3 kN

Telo

Telo je sistem z zelo veliko to¢kastimi telesci, ki se
ti¢ijo drugo drugega. Med posameznimi telesci delu-
jejo zelo moé€ne notranje sile; te jih povezujejo v celoto
in ovirajo njihovo relativno premikanje, tako da lahko
govorimo o velikosti in obliki telesa. Cim moé&nejse so
notranje sile, tem bolj trdno je telo, tem manj se med
gibanjem spreminja njegova oblika (pod vplivom zuna-
njih sil). Telo je togo, ¢e lahko zanemarimo spreminja-
nje njegove oblike. Pri togem telesu so notranje sile
velike v primerjavi z zunanjimi in lahko vpliv zunanjih
sil na obliko ali velikost telesa zanemarimo.

Enacbe (3.3 - 3.7), ki smo jih izpeljali za sistem togka-
stih teles, lahko uporabimo tudi za telo. Vendar
moramo upoStevati, da telo vsebuje zelo veliko tocka-
stih telesc, ki so nagnetena tako na gosto, da ne
moremo lo¢iti eno od drugega. Posameznih telesc je
preve¢, da bi jih lahko prestevali. Telesca se tiséijo
drugo drugega. Pravimo, da je snov v telesu zvezno
porazdeljena.

Najprej si ogiejmo, kako se opise porazdelitev snovi v
telesu.

Celotno prostornino (V) telesa razdelimo na majhne
prostorninske elemente dV; vsota oziroma integral
vseh teh je volumen telesa:

'v=jdv

Oblika posameznih prostorninskih elementov dV je

odvisna od vrste oziroma oblike telesa. V sploSnem

0 ' v

Slika 3.15
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izberemo dV v obliki kockice s stranicami dx, dy in dz,
tako da je dV = dxdydz. V posebnih primerih, ce
simetrija telesa dopusc¢a, pa lahko kot dV vzamemo
npr. tanko kroglasto lupino (Ce je telo kroglaste
oblike), pri ¢emer je dV = 4aridr (telo razdelimo na
tanke koncentriéne kroglaste lupine, ena od njih ima
polmer r in debelino dr) ali tanko valjasto plast (osno

simetri€no telo razdelimo na tanke koaksialne valjaste-

lupine, ena od njih ima visino h, poimer r in debelino
dr): dV = 2xrhdr. Vsaki€ izberemo prostorninski ele-
ment dV taksne oblike, da je izradun prostornine telesa
enostaven. :

Primera:

1. Prostornina krogle. Kroglo s polmerom R v mislih
olupimo na tanke koncentri¢ne kroglaste lupine. Ena
od njih ima polmer r in debelino dr, njena prostornina
je dV = 4xr?dr. Celotno kroglo objamemo, &e gre rod 0
do R:

V= de = j4m2dr = 47R%3

Zavajo poisci izraz za prostornino votle krogle. Zunaniji
polmer je R, notranji pa R;.

2. Volumen piramidastih teles. Dani sta osnovna plo-
skev S in viSina h. Stranice, ki povezujejo osnovno
ploskev z vrhom telesa, so ravne. Pri stozcu je S = 7R?
(R je polmer stoZca), pri pravilni kvadratni piramidi je S
= a%(a je stranica) itd. Telo je ali pokonéno (visina h je
pravokotna na osnovno ploskev S) ali posevno. Dokazi,
da je volumen taksnih teles vedno dan z enacbo: V =
Sh/3.

Na sliki (3.19) je stranski prerez piramidastega telesa.
Slika a predstavija pokon¢&no telo: vodoravne plasti so
naloZene ena nad drugo, da se njihova sredi$¢a pokri-
vajo. Ce vsako naslednjo vi§jo plast nekoliko prema-
knemo v desno (slika b), dobimo posevno telo. Jasno
je, da se ob tak3nih premikih volumen telesa ne spre-
meni, torej ima posevna piramida enako prostornino
kot pokoné&na (pri enaki osnovni ploskvi in visini).

Tenka plast na globini z pod vrhom piramide ima:
debelino dz in ploskev S(z). Zadnja je premo soraz-
merna s kvadratom premera oziroma stranice plasti, ta
pa je premo sorazmerna s koordinato z (ker je stranski
rob telesa raven), zato velja: S(z) = (z/h)?S ter dV =
S(2)dz = (S/h?)z%dz. Prostornina celotnega telesa je:

h
V= J'dV = (S/h?) fzzdz = (S/h%h¥3 = Sh/3
0
kar smo morali dokazati. Rezultat je neodvisen od

oblike osnovne ploskve S; velja tako za stoZec kot za
razliéne piramide. ;

Maso snovi v prostorninskem elementu dV oznadimo z
dm. Kvocient mase in prostornine (to je masa v enoti
prostornine snovi) se imenuje gostota snovi (¢):

~ (merska enota: kg/m? ali (3.12)
o= dm/dv g/cmS — 103 kg/m3

Maso m celotne snovi izrazimo z:
m= fdm = deV

V homogeni snovi se gostota ne spreminja s krajem; o
je enak za vsak dV, zato lahko pisemo:

m= QJ‘dV='QV8|i o=mV

Gostota homogene snovi je kvocient mase in prostor-
nine celotne snovi. V tabeli na koncu knjige so podatki
za gostoto nekaterih pomembnih snovi. Kovine so naj-
gostejse snovi, njihova gostota je do okrog 20 g/cm®.
Kapljevine‘imajo ¢ okrog 1 g/cm® = 10° kg/m?, plini pa
so priblizno tisoékrat redkejsi — okrog 1-5 kg/m®.

Nekatere trdne snovi so porozne, vsebujejo mnogo
zra¢nih mehurékov ali votlinic, ki so v¢asih med seboj
povezane z drobnimi cev€icami. Za tak$ne snovi nave-
demo povpreéno gostoto (p), ta je manjSa od gostote o
same snovi. Recimo, da v celotni prostornini V porozne

snovi zavzema zrak prostornino V,. V okviru nekajod-

stotne nenatanénosti, s kakrSno obi¢ajno delamo v
praksi, lahko zanemarimo maso zraka v porozni snovi v
primerjavi z maso same snovi in zapiSemo:

m=o(V-V;) + o,V; = o(V- V) = pV ali
0=0(V-V)/V=o(1-V,/V) (3.13)

Primer:

Povprecna gostota poroznega kosa zeleza je p = 7,0 g/
cmd, Koliko odstotkov prostornine takdnega poroz-
nega Zeleza zavzema zrak ? Gostota polnega Zeleza je o
=78 g/om®.

VJ/V=1-plo=1-7,0/78 =0,10 = 10%

Nekatera telesa so sestavljena iz razli¢nih snovi (npr.
litine). Sestavo taks$nih zmesi povemo ali z volumen-
skimi odstotki (koliko odstotkov celotne prostornine
zavzema posamezna shov v telesu) ali z uteznimi ozi-
roma masnimi odstotki (koliko odstotkov celotne mase
telesa odpade na posamezno shov).

V prvem primeru je povpreéna gostota telesa dana z
enacbo:

0= P101 + P20+ ... v (3.14a)

kjer je p; odstotek celotne prostornine, ki odpade na
snov z gostoto g, itd. (gl. prejSnji primer).

Kadar je sestava telesa podana z uteznimi odstotki: m,
= piym, my, = pym itd., raGunamo povpre¢no gostoto
takole: ’

1/@=p1/91+p2/92+.... (314b)

Dokaz: V=V, + Vo + ... = myloy + moos + ... = m(py/
01+ Palop + ...) = mip

Primer:

Litina bron vsebuje 90% bakra in 10% cinka (odstotki
se nanasajo na volumen). Gostota bakra je gc, = 8,9 g/
cm?, cinka pa gz, = 7,2 g/cm®. Kolikdna je povpreéna
gostota brona?

a? ime e — o

-
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0 = p101 + Poo: = 0,90.8,9 g/cm® + 0,10.7,2 g/cm?®
o = 8,7 glcm?® ’

Masno srediS¢e telesa ratunamo s podobno enaébo,
kot velja za sistem tockastih teles (3.7), le da nadome-
stimo diskretna to¢kasta telesca m; z masnimi elementi
dm, seStevanje pa z integriranjem:

619

kjer je r krajevni vektor masnega elementa dm (slika
3.20). Komponente krajevnega vektorja r; vzdolZ posa-
meznih koordinatnih osi so:

Xo = (1/m)fxdm (3.15a)
Ye = (1/m){ydm (3.15b)
Z; = (1/m)fzdm (3.15¢)

Pri homogenih telesih lahko zapi$emo: m = gV, poleg
tega lahko g izpostavimo iz integrala, tako da se kraj$a,
in dobimo: v

Xe = (V) [xdV (3.16a)
yo = (1/V)[ydv , (3.16b)
zc = (V) [zdV ~ (3.16c) -

Ce je telo ploscat lik (narejeno iz enakomerno debele
plosce), raunamo le koordinati x; in y; masnega sre-
disca, tretja koordinata z; je enaka h/2 (h = debelina
ptosce). Pisemo: dV = hdS in V = hS, debelina plosée
h se kraj$a in ostane integracija po povrsini lika:

Xe = (1/8) fxds _ (8.17a)
yo=(19)fyas (lika3.21) (3.17b)

Primeri:

1. lzraunaj koordinate masnega sredis¢a pokon-
€énega homogenega piramidastega telesa z visino h.

Piramidasto telo v mislih razrezemo na tanke vodo-
ravne plasti (gl. sliko 3.19). Masno sredis¢e pokonc¢ne
piramide (ali stozca) je na simetrijski osi (vi$ini), zato
raGunamo le koordinato z; (x; = y = 0). Koordinatno
izhodis¢e je npr. na vrhu piramide, os z kaZze navzdol.
Velja: .

zc = (V) [zdV

. kjer je dV = S(z)dz = S(z/h)? dz in V = Sh/3 (gl. 2.
" primer na strani 60). Sledi:

h
zc = (3/h°) [2dz = 3h/4
0

Masno srediS¢e pokonéne piramide ali stozca je 3/4
viSine pod vrhom oziroma h/4 nad osnovno ploskvijo.

2. Poiséi masno sredi$¢e polne polkrogle s polmerom -

R.

Potkroglo postavimo ploskoma na vodoravno ravnino
X — y; 0s z kaze navzgor v smeri simetrijske osi (slika

Slika 3.18

Slika 3.19
A c
> dm
e
f
y
Slika 3.20

Slika 3.21
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3.22). Polkroglo v mislih razrezemo na tanke vodo-
ravne okrogle plos&ice. Plos¢ica na visini zima polmer
r=VR?-22 in debelino dz njen volumen je dV =
= ar’dz = a(R? - A)dz.

Xc=Yc=0 A
zc = (V) [2dV = (3/27R°) [ n2(R? - 2%)dz = 3R/8
- 0 .

3. Dolo¢i masno sredi$¢e ploscatega telesa — Cetrtine
kroZne ploséice (slika 3.23).

Plodgico razrezemo na tanke vzporedne trakove.

Xe = Yo = (1/3)I.Vds
dS = xdy, S = 7RY4
A

X = (4/7R?) [ xydy
0

Ker je x% + y? = R?, dobimo po odvajanju xdx + ydy = 0
ali ydy = — xdx ter

i .
X = (4/nR?) [ x*dx = 4R/3x
0

PolkroZna plo$éica je sestavljena iz dveh &etrtinskih
ploscic; njeno masno sredis¢e je zato na simetrijski
osi, na oddaljenosti 4R/3x od ravnega dela — premera.

Poi3¢i masno srediSée krozne ploscice, iz katere je
izrezan kvadrant.

4. Masno srediS¢e sestavljenih teles pois¢emo tako,
da najprej vsak del telesa zberemo v njegovem mas-
nem srediS&u kot to¢kasto telo in nato (z ena¢bo 3.7)
izrabunamo masno sredi§¢e posameznih tockastih

teles. Kot primer vzemimo pokonéen valjast stolp s

stoz€asto streho (slika 3.24).

Valjasti del stolpa ima maso my = pnA?%h, njegovo
masno srediS¢e je na visini z; = h/2 nad tlemi. Stoz&a-
sta streha ima maso m, = onR%v/3, njeno masno sre-
dié€e je na visini z; = h + v/4 nad tlemi. Raéunamo
masno srediS¢e dveh tockastih teles my in m, (gl. 3.7¢):

Zc = (zymy + ZzmR)/(My + my) =
= (6h® + 4hv + V¥)/(12h + 4v)

5. Masno sredis¢e telesa z votlinami. Telo z votiinami
bi zahtevalo zamuden raéun masnega sredi§¢a. Temu
se izognemo, e si mislimo, da imamo polno telo, na
mestu votline pa telo z negativno maso. Kot primer
izraunajmo masno sredi§Ce pokonénega valja, iz
katerega je izrezana polkrogla (slika 3.25).

Poln valj ima maso my = gxR%h in masno sredié&e na
visini zy = h/2, negativna polkrogla ima masno sredisée
na visini z, = 3R/8 in negativno maso m, = — ¢ - 27R¥3.
Masno srediS¢e obeh (to je masno sredi$¢e valja z
votlo polkroglo) je na visini:

Zc = (zymy + Zomy)(my + my) =
= (h%2 — RY4)/(h — 2R/3)

Seveda je z; vedji od h/2.

Za vajo tega raéunanja ponovno izraéunaj masno sre-
disce polkrogle (2. primer), vendar tokrat tako, da vza-
me$ polno krogio in spodnjo polkroglo z negativno
maso.

Porazdelitev sil

Silo predstavimo z vektorjem; ta ima toc¢kasto prijema-
lis€e. Vendar nobena sila v resnici ne »prijemlje« v
toCki. Medsebojno uginkovanje teles namreé¢ poteka
prek kaksne sti€ne ploskve ali je celo razpredeno po
§irsi prostornini. Ce npr. z roko pritisnemo na mizo, je
sila roke porazdeljena po skupni ploskvi roke in mize.
Podobno je, ¢e s kladivom udarimo po glavici Zebija.
Sila v napeti vrvici je razporejena po preénem prerezu
vrvice. Torej nimamo opravka s to¢kastimi (diskret-
nimi) silami, ampak so sile zvezno porazdeljene ali po
ploskvi ali po prostornini. Povedati moramo, kako so
sile porazdeljene po dani ploskvi ali prostornini.

Recimo, da je sila F razporejena po ploskvi S na povr-
Sini telesa. V splosnem je razporejena neenakomerno,
na enem delu ploskve je npr. ve€ sile kot na drugem, pa
tudi'smer sile se vzdolZ ploskve spreminja. Zato razde-
limo celotno ploskev S na majhne ploskovne elemente
dS; vsak od njih je dovolj majhen, da je sila.na njemu
razporejena kolikor toliko enakomerno. Na ploskvico
dS npr. odpade sila dF. Celotna sila F je rezultanta
(vektorska vsota oziroma integral) posameznih delnih

. sil dF, delujocih na posameznih ploskovnih elementih

ds:
F = de

Delna sila dF, ki odpade na ploskvico dS, ima v splos-
nem posevno smer (slika 3.26). Razstavimo jo na kom-
ponento dFL, ki je pravokotna na ploskvico, in na
komponento dFl| v ravnini ploskvice. Prva se imenuje
natezna sila (e je usmerjena ven iz ploskvice) oziroma
tlaéna sila (¢e kaze v ploskvico — v notranjost telesa).
Druga je strizna sila. Zgodi se, da je celotna sila dF Ze
pravokotna na ploskvico, da je torej natezna ali tla¢na
sila (dFll = 0 in dF L = dF). Ali pa dF lezi v ploskvici in
uéinkuje kot strizna sila (dF L = 0 in dFll = dF).

Zanima nas kvocient sile dF in ploskvice dS, na kateri
udinkuje: dF/dS; imenuje se ali tlak p ali natezna
napetost (o) ali strizna napetost (v): '

tlakp C° je dF pravokoten na ploskvi-
€O in usmerjen vanjo

aF _ natezna napetost Ce je dF usmerjen
ds pravokotno iz plo-
: skvice

strizna napetost Ce dF |e_2i_
P v ploskvici (3.18)
Merska enota tlaka oziroma napetosti sile je koliénik
enote sile in enote povrsine, to je N/m?; imenuje se
pascal (Pa): »

1 Pa =1 N/m?

Ker je Pa zelo majhna enota, se ve¢inoma uporabljajo
vedje enote: kPa = 103N/m2, MPa = 10°N/m? ter
posebna enota: bar = 105N/m? = 100 kPa = 1000 mbar
(milibar), mbar = 100 N/m2 Tu in tam se pojavlja Se
stara enota kp/cm? (at = atmosfera) = 9,8 Nicm? =
98 000 N/m? = 98 kPa = 0,98 bar. '

Recimo, da je sila F tla¢na sila, da je povsod pravo-
kotna na ploskev. Ce vemo, kako se tlak te sile: p = dF/
dS spreminja po ploskvi, izraéunamo celotno silo F z
integralom:

i
i
|
|
|
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F= [dF = [pds

Primer:

Parni curek pritiska pravokotno na valjast bat; tlak
tlatne sile se spreminja v odvisnosti od radija r iz
sredine bata po enacbi: p = p,(1 - r’/R?), kjer je p, = 2

bar, R (polmer bata) = 5 cm. S kolikéno silo F curek -

odriva bat?

Ker so sile dF na posameznih ploskovnih elementih dS
bata vzporedne, lahko vektorski znak opustimo in sile
skalarno sestejemo:

F=[dF = [pds

Ploskvice dS izberemo v obliki koncentriénih kolobar-
jev: dS = 2ardr.

a :
F = 27po [(1 — IR?rdr =-nR2p,/4 = 390 N
0

Nekatere sile uginkujejo. ne le na povrsju, ampak tudi
na vsak delé¢ek v. notranjosti telesa. Povedati moramo,
kako je tak3na sila razporejena po prostornini telesa.

Celotno prostornino V telesa razdelimo na prostornin-
ske elemente dV. Silo, ki odpade na en tak element dV,
oznagimo z dF. Kvocient sile dF in prostorninskega
elementa dV, v katerem uéinkuje, se imenuje gostota
sile (f):

f = dF/dV (merska enota: N/'m®) (3.19)

Y4 gostoto sile povemo, k0||k0 sile odpade na enoto
prostornine telesa. Ce vemo, kako se- gostota.sile f
spreminja s krajem po notranjosti telesa, dobimo
ustrezno silo F, ki ucinkuje na celotno telo, z inte-

gralom:

F= [dF = [tdV

Sila te vrste je npr. teza telesa (F = mg). Gostota teze
se imenuje specifi¢na teza, to je teZa na enoto prostor-
nine telesa (obi¢ajno jo oznagimo z grsko &rko ¥):

y =dF/dV = d(mg)/dV =g-dm/dV = og (3.20)

Vidimo, da je specifitna teza premo sorazmerna z
gostoto snovi; sorazmernostni faktor med njima je
tezni pospesek g. V&asih so specifi¢no tezo izrazali z
mersko enoto kp/m®. To je bilo udobno, kajti kolikor
kg/m® znasa gostota snovi, toliko kp/m? je njena speci-
fiéna teza. Voda ima npr gostoto 1 kg/dm®, njena spe-
cificnateza je 1 kp/dm?®. Taenota je po novem prepove-
dana in moramo specifiéno teZzo navajati'v merskih
enotah N/m® (voda ima specifi¢no tezo 9,8 N/dm?3).

Gibanje togega telesa

Sistem N tockastih telesc se v splodnem giblje tako, da
se vsako telesce giblje po svoje. Kako se tak sistem
giblje, ugotovimo, &e re$imo N vektorskih enaéb (3.1).

— —~— V4
AR ~
i N
R >
b
X
Slika 3.22
A
Y
R
dy x
N
Y
oC
x .
0 R
Slika 3.23

\\\
1]
+

Slika 3.25
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Ker vsaka vektorska enatba pravzaprav pomeni 3
enacbe za 3 projekcije krajevnega vektorja tockastega
telesca, moramo v splosnem resiti 3N enacb. Trenutno
lego sistema v prostoru podamo s 3N koordinatami
posameznih telesc sistema (3 koordinate za vsako
telesce). Zato pravimo, da ima sistem N toékastih
telesc 3N prostostnih stopenj. To Stevilo je navadno
zelo veliko, saj je sistem sestavljen iz veliko to¢kastih
telesc. ‘

Pri togem telesu so razmere enostavnejse. Zaradi mo¢-
nih notranjih sil se posamezni deli togega telesa ne
morejo premikati relativno drug glede na drugega,
oblika in velikost telesa se zato med gibanjem ne
spreminjata. Togo telo se giblje kot celota.

Koliko prostostnih stopenj ima togo telo?

Najprej si mislimo, da je telo sestavljeno iz enega
samega tockastega telesca. To se lahko giblje v vse
smeri v prostoru, njegova trenutna lega v prostoru je
podana s tremi koordinatami (x, y, z), zato ima 3 pro-
stostne stopnje. Nadalje si mislimo, da telo sestavljata
dve tockasti telesci, razmaknjeni za stalno razdaljo. Ce
vzamemo, da se eno od njih poljubno giblje skozi
prostor (¢emur ustrezajo 3 prostostne stopnje), se
drugo lahko giblje le po dani kroglasti ploskvi okrog
prvega. Ploskovnemu gibanju drugega telesca  pa
ustrezata dve prostostni stopnji, kar da skupaj 5 pro-
stostnih stopenj za tak3no telo. Na koncu vzemimo
togo telo, sestavljeno iz treh tockastih telesc (med
seboj togo povezanih). Za prvi dve smo zZe ugotovili, da
se lahko gibljeta s 5 prostostnimi stopnjami. Tretje
telesce pa lahko edinole krozi okrog osi skozi prve dve,
s ¢imer je povezana ena sama prostostna stopnja —
skupno torej 6 prostostnih stopen;.

Tri tockasta telesa (Ce ne leZe na isti premici) povsem
dolocajo gibanje celotnega togega telesa, ne glede na
to, iz koliko teles je sestavljeno. Torej ima togo telo v
splosnem 6 prostostnih stopenj. Tri od njih izkoristimo
za gibanje masnega sredisca telesa, z ostalimi tremi pa
opiSemo vrtenje telesa okrog treh, med seboj pravokot-
nih osi, ki se sekajo v masnem sredi3éu.

Gibanje masnega sredi$¢a Ze poznamo. Njegov pospe-
$ek dolocajo zunanje sile, ki uéinkujejo na telo; odvi-
sen pa je Se od celotne mase telesa:

ac =F/m

Preostane, da ugotovimo, kako se telo vrti okrog osi
skozi masno sredisce. »

Vrtenje togega telesa okrog stalne osi

Telo je vpeto na vrtilno os, okrog katere se lahko vrti.
Vet&inoma je vrtece se telo osno simetri¢no in je sime-
trijska os vrtilna os, vendar to ni nujno. Vrtilna os je z
lezaji fiksirana v prostoru, tako da se med vrtenjem
telesa ne spreminja (slika 3.27).

Telo v mislih razdelimo na masne elemente dm. Ti med
vrtenjem telesa krozijo v ravninah, pravokotno na
vrtilno os. Masni element dm na oddaljenosti r od osi
se npr. giblje po krogu s polmerom rz obodno hitrostjo
v = ro, pri éemer je w kotna hitrost vrtenja telesa. Ker je
telo togo, krozi vsak masni element z enako kotno
hitrostjo; njihova obodna hitrost pa je premo soraz-
merna z oddaljenostjo r od vrtilne osi.

Poglejmo, kako zunanje sile vplivajo na vrtenje togega
telesa.

Na masni element dm deluje zunanja sila dF in notranja
sila dF,. Sila ne spreminja kotne hitrosti vrtenja telesa,
Ce je vzporedna z vrtilno osjo; najmocéneje pa jo spre-
minja, ¢e lezi v ravnini, ki je pravokotna na vrtilno os.
Recimo, da dF in dF, Ze lezita v tej ravnini. Na sliki
(3.28) je prerez telesa pravokotno na os; ta je pravo-
kotna na ravnino lista. Oznacena je le zunanja sila dF.
Masni element dm krozi v ravnini lista neenakomerno,
ker sili dF in dF, s svojima tangentnima komponen-
tama dF’ in dF, povzrocata tangentni pospesek a,.
Tega izraunamo z Newtonovim zakonom dinamike
(2.1). Ker poznamo smeri vektorjev, napiS$emo enac¢bo
dinamike v skalarni obliki:

dF' + dF, =dm-a = dm - ra = dFsind + dF,siné,

pri Cemer je kotni pospesek a = a/r (gl. 1.49), 6 oz. &,
pa kota med smerjo vektorja r in sile dF oz. dF,. Velja:
sind = r’/ r oziromasins, = ry/r(gl. sliko 3.28), kjer je r'
(oz. r;) rocica sile dF (oz. dF,), to je pravokotna
oddaljenost vrtiS¢a od smeri sile (merjeno v ravnini,
pravokotno na vrtilno os). Dobimo:

r'dF + ridF, = a- r’dm (3.21)

Na levi strani enacbe je navor sile dF (oz dF,,) ki ga
ozna0|mo z dM:

dM = r'dF = rdFsiné

to je produkt sile in njene rogice. V vektorski obliki ga
napiSemo kot:

dM = r X dF | (dM, =r X dF,) (3.22)

Njegova smer je pravokotna tako na radij r kot na silo
dF. V nasem primeru sta vektorja r in dF v ravnini,
pravokotno na vrtilno os, torej ima navor dM (oz. dM,)
smer vrtilne osi. V tej smeri tudi kaze vektor kotnega
pospeska « (gl. str. 23).

Izraz r’dm na desni strani enaébe (3.21) je vztrajnostni
moment dJ masnega elementa dm:

dJ=rAdm (3.23)

(to je produkt mase in kvadrata pravokotne oddaljeno-'

sti od vrtilne osi).

Enacbo dinamike za vrtenje masnega elementa okrog

stalne osi potemtakem napiseno v obliki:

dM + dM, = adJ

Podobno enacbo napiSemo za vsak masni element
telesa. Dobljene enacbe sedtejemo oz. integriramo. Ker

notranije sile vedno nastopajo v parih nasprotno enakih .

sil, se navori vseh notranjih sil medsebojno iznigijo:
den = frx dF, =0 (3.24)

in ostanejo e navori vseh zunanijih sil, ki edino lahko
pospesujejo vrtenje togega telesa:

f dM = j adJ ' ' (3.25)

—— b -~ .
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Integral na levi strani je rezultanta M navorov vseh
zunanijih sil, ki u¢inkujejo na telo:

M=J'dM

Vsak deléek togega telesa se vrti okrog osi z enako
kotno hitrostjo in z enakim kotnim pospeskom, zato
lahko e« v enacbi (3.25) izpostavimo iz integrala. Preo-
stali integral fdJ je vztrajnostni moment J celotnega
telesa: :

vztrajnostni moment (3.26)
J= J'r"dm togega telesa '
glede na izbrano os -

Enadbo dinamike za vrtenje telesa okrog stalne osi
lahko za togo telo napi$emo v obliki:

M= Ja (3.27)

Vektorja M in o imata smer rotacijske osi. Ce zunanje
sile, ki uginkujejo na posamezne dele telesa, niso v
ravninah, pravokotno na vrtiino os, &e torej navori teh
sil niso v smeri vrtilnih osi, upostevamo le projekcije
navorov na smer vrtilne osi. '

Telo se vrti tem bolj pospeseno (s tem vedjim kotnim

pospeSkom), ¢im veéja je rezultanta navorov vseh
zunanijih sil, ki uéinkujejo na telo, ter ¢im manjsi je
vztrajnostni moment telesa.

Vztrajnostni moment telesa .

Velik vztrajnostni moment pomeni, da dobi telo pri
danem navoru zunanjih sil majhen kotni pospesek, da
se kotna hitrost po¢asi spreminja. Torej je vztrajnostni
moment J telesa merilo za vztrajnost telesa proti spre-
membi kotne hitrosti vrtenja. Kakréno viogo ima masa
pri premem gibanju, ima vztrajnostni moment pri vr-
tenju.

Vztrajnostni moment J je odvisen od mase snovi in od
njene razporeditve glede na vrtilno os. Ce Zelimo velik
vztrajnostni moment, mora biti telo masivno in snov
mora biti ¢&im bolj oddaljena od vrtilne osi.

Vztrajnostni moment togega telesa radunamo z
enacbo:

J= frzdm (merska enota: kgm?)

kier je r pravokotna oddaljenost elementa dm od vrtilne
osi. Ce se spremeni vrtilna os, se pri istem telesu
spremeni tudi vztrajnostni moment (ker se spremeni
razporeditev snovi glede na os). Zato moramo vedno
vedeti, na katero vrtilno os se nek vztrajnostni moment
nanasa.

Ragunajo¢ vztrajnostni moment telesa, razdelimo telo
(v mislih, seveda) na tanke, koaksialne valjaste plasti,
tako. da je vsak del¢ek posamezne plasti priblizno
enako (r) oddaljen od osi. Vztrajnostni moment ene
takSne plasti je dJ = rP’dm = rPodV, kjer je dV volumen
plasti. : :

5 'Visoko$olska fizika 1. del

Slika 3.29

Slika 3.27
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debelino dr in vi§ino h = VR? — r? imamaso dm=pdV
Primeri: = @+ 2ar - 2hdr in vztrajnostni moment dJ = Adm =

1. IzraCunaj vztrajnostni moment obroéa z maso m in
polmerom R glede na simetrijsko os obroéa (slika
3.29).

Vsa snov tankega obroéa je za R oddaljena od osi (r =
= R), zato dobimo:

J= [Pdm = szdm = mR?

Visina obro¢a ni pomembna (skrita je v masi m); obro¢
je lahko ozek ali pa je $irok valjast plasé

2. Tenka palica z maso m in dolzino b je pravokotna
na vrtilno os (slika 3.30). V mislih jo razrezemo na tanke
preCne rezine. Ena taksna rezina z maso dm = odV =
= 08dx (S je presek palice) na oddaljenosti x od sre-
dis¢a palice ima vztrajnostni moment dJ = x*dm =
= pSx?dx. Vztrajnostni moment celotne palice je:

+bi2

J= [dJ =05 _jb /)fdx =0S-b%12=mb¥12  (3.28)

3. Poln valj z maso m in polmerom R. Valj olupimo na
tanke koaksialne valjaste plasti (slika 3.31). Plast s

polmerom r, debelino dr in visino h.ima vztrajnostni.

moment:
dJ = rPdm = rPodV = g - 2arhdr = 2moh ridr
R
J = [dJ = 27ph j r*dr = omhRY2

Vpeljemo $e maso valja m = oV = eaR?h in dobimo
konéni rezuitat:

J=mR?2 (3.29)

4. Tanka kroglasta lupina (masa m, polmer R, debe-
lina- h). Lupino razdelimo na tanke kolobarjaste tra-
kove, katerih sredisa so na osi (slika 3.32). En tak
kolobar ima polmer r = Rsing, $irino Rd®in maso dm =
= odV = ¢ - 2arhRd#6; njegov vztrajnostni moment je:
dJ=ridm = 2nghR4sm39d0

J = [dJ = 2mphR* j sin®0d6 = 2mohR* - 4/3
0

J=2mR%¥3 (m = 4xRho) (3.30).

5. Polna krogla z maso m in polmerom R. Lahko si
mislimo, da je krogla sestavljena iz tankih koncentri&-

" nih kroglastlh plasti. Ena tak$na plast s polmerom rin

debelino dr ima vztrajnostni moment (glej 3.30 za Fi —
r,h—drin m— dm):

= (2/3)rPdm = (2/3)r%0 - 4mzdlr = (8mo/3)r*dr
. R
J = {dJ = (8m0/3) [ P*dr = 8moR®/15
0

Ker je m (masa celotne krogle) = ¢ - 47R%3, dobimo
konéni rezultat:

J=2mR%5 (3.31)
Enak rezultat dobimo tudi drugacde, ¢e si kroglo

mislimo oluplijeno na koaksialne valjaste plasti
(podobno kot pri 3. primeru). Plast s polmerom r,

=4z0r VR? - 2 dr.
U= fdJ=4nQ}r3VR2—r2 dr
4]

. = 4mp - 2R15 = 2mRY5

-

Izraun vztrajnostnega momenta je kolikor toliko pre-
prost le, e ima telo simetrijske lastnosti, npr. &e je
osno simetriéno. V splosnem pa se zaplete in je bolje
vztrajnostni moment izmeriti, npr. tako da izmerimo
kotni pospesek o, s katerim se telo vrti pri znanem
navoru zunanjih sil: J = M/a.

Vztrajnostni radij

Vztrajnostni moment J poljubnega telesa Zelimo napi-
sati v enostavni obliki, kot velja za tanek obroé&:

0

kier je m masa telesa, parameter k pa se imenuje
vztrajnostni radij; to je tista oddaljenost od vrtilne osi,
na kateri moramo zbrati vso-snov telesa, da dobimo
enak vztrajnostni moment J, kot ga telo dejansko ima.
Vztrajnostni radij obroéa je kar enak njegovemu pol-
meru (k = R), za valj velja (gl. 3.29): k = R/V2, za kroglo
(gl. 3.31) pa k = 0,63R itd.

Vztrajnostni elipsoid — glavne osi telesa

Z ratunom ali pa z meritvijo dologimo vztrajnostni
moment telesa glede na poljubno usmerjeno vrtilno os.
Odvisnost vztrajnostnega momenta od smeri vrtilne osi
navadno prikazemo tako, da v prostorskem koordinat-
nem sistemu nariSemo v smeri vrtilne osi vektor, kate-
rega dolZina je enaka obratni vrednosti korena vztraj-
nostnega momenta za os v tej smeri (to je 1/VJ).

Pokazali bomo, da konice teh vektorjev leze na ploskvi .

elipsoida, ki mu pravimo vztrajnostni elipsoid.

Smer izbrane vrtilne osi predstavnmo z enotinim vektor-
jem € = cosae, + cospe, + cosye, (gl. str. 7), kjer so
koti @, B in y naklonski koti vrtilne osi na koordinatne
osi x, y in z (slika 3.33). Koordinatno izhodisée jev
masnem srediZcéu telesa.

Vztrajnostni moment telesa J glede na izbrano vrtilno
0s je dan z enaébo (3.26):

J= [r’dm

kjer je dm masni element na konici krajevnega vektorja
@ = xe, + ye, + ze,, r pa njegova oddaljenost od vrtilne
osi. S slike (3.33) razberemo tele povezave:

r?= Qsm20 0% — 0%c0s?0 = o> — (0 - Q)% =
= g% — (xcosa + ycosp + zcosy)?

Kerjecosa+coszﬁ+cosy—1 ing?=x?4+y2+ 2%
lahko zapiSemo naprej:

= (y* + 2% cos®a + (2% + x?) cos®B + (X2 + y?)
cos?y — 2xycosacosf — 2yzcosfcosy —
— 2ZXCOSycosa

e mme pmds o= ssn

N
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Dobljeni izraz za r? vstavimo v enaébo (3.26) in dobimo
izraz za vztrajnostni moment telesa glede na vrtiino os
v smeri Q:

J = Jycosia + J,c08B + J,c08% — 2J,,cosacosp —
— 2J,,cospcosy — 2J,,cosycosa (3.33)

kier so J,, J, in J; vztrajnostni momenti telesa na
posamezne koordinatne osi: :

= [(* + 2Adm, J, = J'(zz + x3dm
Jy = [(X2 + y¥)dm , (3.34)

Jyy Jyz in Jx pat. i. centrifugalni vztrajnostni momenti:

ny = [xydm, J,; = [yzdm, Jy = {zxdm (3.35)

V smeri enotinega vektorja @ nariSemo vektor z dol-

zino 1/VJ; njegove projekcije na posamezne koordi-

natne osi oznaé¢imo z X, Yin Z. Velja:
cosa = XVJ, cosf = YVJ, cosy = ZVJ

Tako se enaéba (3.33) prelevi v enacbo vztrajnostnega
elipsoida:

SXC + S, Y2+ LZP - 20, XY - 2J,,YZ -
20, ZX =1 (3.36)

kar smo morali dokazati.

Vsak elipsoid ima vsaj tri, med seboj pravokotne glavne
0si; v nasem primeru se imenujejo glavne vztrajnostne
osi telesa. NajdaljSa glavna os vztrajnostnega elipso-
ida dolo¢a smer vrtilne osi, glede na katero ima telo
najmanjsi vztrajnostni moment (in obratno).

Koordinatni sistem x — y — z zasukajmo tako, da se

koordinatne osi ujemajo z glavnimi osmi vztrajno-
stnega elipsoida. IzkaZe se, da se pri tem zasuku izni-
Cijo vsi centrifugalni vztrajnostni momenti (Jyy, Jj, in
Jxx), tako da se enacba (3.36) vztrajnostnega elipsoida
poenostavi v enacbo:

pri éemer smo oznadili vztrajnostne momente telesa
glede na glavne vztrajnostne osi z Jy, J, in J3; to so
glavni vztrajnostni momenti telesa. V sploSnem so
razliéni; le ¢e ima telo simetrijske lastnosti, so nekateri
lahko enaki. Za homogeno kroglo npr. velja: J; = J, =

. = J3, za osnosimetri¢na telesapaJ; = J, # J3(Ceje os z

simetrijska os).

Steinerjev stavek

Vztrajnostni moment telesa glede na os skozi tezisce
poznamo. Kadar potrebujemo vztrajnostni moment
glede na drugo os, ki je vzporedna osi skozi tezisce,
uporabimo Steinerjev stavek. Na sliki (3.34) je prerez
telesa skozi ravnino, pravokotno na vrtilno os 0 (ta je
lahko tudi izven telesa). TezisCe C telesa je za a odda-
lieno od osi 0.

Vztrajnostni moment telesa glede na os 0 je po defini-
ciji dan z enacbo: -

5

Slika 3.31

Slika 3.32

©ol

\

Slika 3.33

Slika 3.34

N
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J =_[r2dm

kjer je r pravokotna oddaljenost masnega elementadm
od osi 0. J zelimo povezati z vztrajnostnim momentom
telesa glede na vzporedno teziséno os (J,). V ta namen
uporabimo kosinusni stavek:

r? = a? + rf-2ar,cosd (gl. sliko 3.34)

Tu je ry oddaljenost masnega elementa dm od tezi§éne
osi. Sledi:

(@®> + B - 2ancosd)dm = a’m + J'r?dm -
2a_[r1cos<5dm

Drugi ¢len na desni strani zgornje enacbe je vztrajno-

stni moment J, telesa glede na tezi$¢no os:
Jd; = jr?dm

V zadnjem ¢&lenu nastopa x — ta koordinata masnega
elementa dm, ki jo merimo iz koordinatnega izhodis¢a
v teziéu C; x = r,cosd, zato ga lahko izrazimo s
koordinato x; teziséa:

jncosédm =J'xdm =xem=10 (gl.3.15a)

(Ker smo postavili koordinatno izhodisCe v teziste
telesa, je xo = 0). Konéni rezultat je: '

Steinerjev stavek

Vztrajnostni moment telesa glede na poljubno os je
vsota vztrajnostnega momenta glede na vzporedno
tezis€no os in vztrajnostnega momenta a’m (kot &e bi
bila snov zbrana v tezis¢u), kjer je a oddaljenost obeh
vzporednih osi.

(3.38)

Primeri:-

1. Poisci vztrajnostni moment tanke, homogene palice
(dolzina b, masa m) glede na os skozi konec palice; os
je pravokotna na palico.

J=J, + a2m=mb¥12 + (b/2)m = mb¥3  (3.38a)

2. Koliksen je vztrajnostni moment homogenega valja
glede na os vzdolz plas¢a?
3mR?/2

J=J, +a*m=mR¥2 + mR2 (3.38b)

3. Nihalo stenske ure je sestavljeno iz dolge palice
(dolzina b, masa m,) in krogle (polmer R, masa m,), ki
je pritrjena na koncu palice. Kolikden je vztrajnostni
moment tega nihala glede na os skozi zgornji konec
palice?

Sestavljen je “iz_ vztrajnostnega momenta palice in
vztrajnostnega momenta krogle. Prvega Ze poznamo
(= mb?¥3, gl. 3.38a), drugega pa izraéunamo s Steiner-
jevim stavkom: my(b + R)® + 2m,R%5 (gl. 3.31).

J= Jpalice + Jkrog/e = m1b2/3 + mu(b + R)2 + 2m2R2/5

4. lzraCunaj vztrajnostni moment homogenega kvadra
(masa m, stranice a, b in ¢) glede na os skozi sredlsce
kvadra, vzporedno z robom c.

Kvader v mislih razrezemo na tanke ploséice (slika
3.35). ‘Ena takSna ploscica ima maso dm = gdV =
= pacdy; ker je oddaljena od osi za y, je njen vztrajno-
stni moment (s pomoc¢jo Steinerjevega stavka) enak:

= (a’/12)dm + y*dm = (y® + a%12) pacdy
Celotni kvader zajamemo ¢e gre y od —b/2 do +b/2:

J=[dJ= gacj (y + a*/12)dy = eac(a® + b?)b/12
J=m(a® +b2)/12 m = gabc (3.38¢c)

Ce postaneta a in ¢ << b, se kvader stanjsa v tanko

. palico z dolzino b; njegov vztrajnostni moment je tedaj

mb?/12, kar ze poznamo. -

Navor sile

Navor M sile F zaplsemo v vektorski obliki z enagbo -
(3.22): :

(merska enota: Nm)

pri ¢emer je r vektor oddaljenosti prijemalis¢a sile od
osi (slika 3.36). Smer navora M je dolodena s smerjo
vektorskega produkta vektorjev r in F (prvi vektor r
zasukamo tako, da se po najkrajsi poti pokrije z drugim
vektorjem F; kamor se pri tem zasuku premakne desni
vijak, tja kaze vektor M). Vektor navora je torej pravo-
koten na ravnino, ki jo tvorita krajevni vektor r prijema-
lisCa sile in sama sila F; ima smer osi, okrog katere se
vrti. Po velikosti je produkt sile in njene rogice, to je:

(3.39)

M=M= rFsiné=rF (3.40)

kjer je 6 kot med smerjo sile in smerjo vektorjar (roica
sile r' = r sind je pravokotna oddaljenost vrtiSéa od
smeri sile, gl. stran 64).

Iz definicije sledi, da se navor sile ne spremeni, e silo
pomikamo v njeni lastni smeri (saj se pri tem rocica sile
ne spremeni); seveda pa je ne smemo premikati para-
lelno, priblizati vrtiS€u ali oddaljiti od njega.

Ce ucinkuje na telo ve¢ sil hkrati, npr. Fy, F;, ...,
dolo¢imo navor vsake sile posebej (glede na dano

vrtilno os), npr. My = ry X Fy, My = r; X F, .., in nato
‘poistemo rezultanto vseh navorov:
M=M1+M2+...=r1XF1+r2XF2+... (341) .

Kako se telo vrti okrog neke vrtilne osi, je odvisno od
rezultante navorov (M) vseh delujocih sil. Pomembna
je projekcija navora vzdo# vrtilne osi. Sila najmocneje
vpliva na vrtenje telesa (povzrogi kotni pospesek), e je
njen navor usmerjen vzdolz vrtilne osi (Ce S|Ia leZi v
ravnini, pravokotno. na vrtilno os).

Recimo, da sile Fy, Fy, ... leze v isti ravnini (t. 4. kopla-
narne sile), in sicer v ravnini gravokotno na vrtiino os.
Na sliki (3.37) so sile v ravnini lista, vrtilna os pa je
pravokotna nanjo. Ker imajo navori teh sil enako smer
(smer vrtilne osi), jih lahko piSemo kot skalarje. S

;
|
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predznakom + ali — popiSemo usmerjenost navora |
vzdolz vrtilne osi. Ce sila pospesuje vrtenje (€e ima G 5

njen navor M smer kotne hitrosti ®), je njen navor
pozitiven, drugage pa negativen. Celoten navor M vseh 1
sil je potem dan z enacbo (gl. sliko 3.37):

|
o
M=r4F1—r§F2+0+r,’;F4 i b
|
|

Navor sile F; je v nasem primeru ni¢, ker je rocica te c
sile ni¢ (rj = 0), saj gre podaljsek sile skozi vrtilno os. ] L
N AN
a ‘ . N\
Navor rezultante sil i N N
! |
Rezultanta vseh zunanijih sil: I AR

F=F +F+F3+ ... Stika 3.35

|
dolo€a pospesek masnega sredisca telesa. Njeno lego H)
(to je njeno prijemali$ée) poiddemo z zahtevo, da bodi

njen navor M enak rezultanti navorov posameznih sil,

ki jo sestavljajo:

M=rXF=rXF +rnpXF+... (3.42)

tanto F postavimo na tak8no oddaljenost od vrtilne osi,
da je njen navor M enak rezultanti navorov vseh sil, ki
jo sestavljajo. Tako lahko z rezultanto F izradunamo ne -
le pospeSek a, masnega sredi$¢a telesa, ampak tudi
kotni pospesek vrtenja (& = M/J = r X FJ).

Tu je r krajevni vektor prijemalis¢a rezultante F. Rezul- Slika 3.36 ;R T
|

V splosnem je lega rezultante F (pri danih silah)
odvisna od vrtilne osi, okrog katere se telo vrti. Ce je ta
druga, moramo rezultanto F premakniti, da je njen
navor spet enak rezultanti navorov posameznih sil.
Tega pa ni treba napraviti, ¢e so sile vzporedne. Lega
rezultante vzporednih sil je neodvisna od vrtilne osi.
To trditev bomo dokazali s primerom.

Primera:

1. Poiséi rezultanto vzporednih sil F = 20N in F, =
= 30 N, ki sta razmaknjeni (paralelno).za a = 40 cm
(slika 3.38).

Ker sta sili vzporedni in ker se navori sil ne spremene, : FZ‘}
¢e sile pomaknemo v njihovih lastnih smereh, lahko sili '
F; in F, pomaknemo tako, da sta njuni prijemali§éi v isti
¢rti z vrtiséem 0 (gl. sliko 3.38). Sila F; je od vrtiséa O - B
oddaljena za b, sila F; za b + a, rezultanta F = F, — F,
pa za x, ki ga i§¢emo. Velja (gl. enadbo 3.41):

XF = Fyo(b+ a)- Fb ali
X=b+ aF,/(F,— F)

Vidimo, da je rezultanta F oddaljena od sile F, za ¢ = Slika 3.38
=x—-b-a=aF,/(F,~F;) =80cm, odsile Fpazac+a ' '
= aF,/(F; — F;) = 120 cm. Ker oddaljenost b vrtis¢a
- izpade, je oddaljenost rezultante F od sile F; oz. F,
neodvisna od lege vrti§c¢a 0. '

ol

Ker je lega rezultante neodvisna od vrtilne osi, lahko —— s
postavimo os tudi na mesto rezultante. Navor rezul-

tante glede na to os je torej ni¢. Prepri¢aj se, da sta ﬁz =-F
navora sil F; in F, glede na to os nasprotno enaka F,

(njuna rezultanta je nic). Slika 3.39
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Zgoraj smo ugotovili, da je rezultanta zunaj sil, ée sta
sili nasprotno usmerjeni, in sicer je na strani mo¢nejse
sile (F,). Ce pa sta vzporedni sili usmerjeni v isto smer,
je njuna rezultanta med njima, in sicer blize mo&nejsi
sili. :

2. Navor dvojice sil. Dvojica sil je par nasprotno ena-
kih sil (slika 3.39). Njuna rezultanta F je nié. Ce na telo
uCinkuje dvojica sil, masno sredi$ce telesa ali miruje ali
se giblje enakomerno (brez pospeska). Dvojica sil
vpliva edinole na vrtenje telesa. Tu nima pomena iskati
lege rezultante (1. primer za F; = F,), saj rezultante ni.
Pac¢ pa kljub temu obstaja rezultanta M navorov obeh
sil. Ta je neodvisno od lege vrti$¢a enaka:

M= aF, (3.43)

kjer je a paralelna razmaknjenost obeh sil. O tem se
najlazje prepriGamo, ¢e si mislimo vrti§¢e v prijema-
liSCu sile F;. '

Ce zelimo, da se prosto telo vrti na mestu (ne da bi se

njegovo masno sredis¢e premikalo), moramo na telo
ucinkovati z dvojico sil.

Navor teze telesa — teziSce

Zanima nas, kako se telo vrti pod vplivom lastne teze.
Teza uéinkuje v navpiéni smeri, zato je njen u¢inek na
vrtenje najveéji, ¢e je vrtilna os vodoravna. Na sliki
(3.40) je navpicni prerez telesa; vrtilna os je pravokotna
na ravnino lista. Teza mg je zvezno porazdeljena po
celotni prostornini telesa. Na masni element dm
odpade diferencialna teza gdm; teh je zelo (neskon¢-
no) mnogo. Posamezne diferenciaine teze so vzpo-
redne, zato je njihova rezultanta (to je celotna teza
telesa) kar vsota oziroma integral:

fgdm = gfdm = gm = teZa telesa

Diferencialne teze elementov, ki so desno od navpié-
nice skozi vrtis€e 0, vrtijo telo v smeri vrtenja urnega
kazalca; one na drugi strani pa v nasprotni smeri.
ISéemo rezultanto navorov posameznih diferencialnih
tez.

Skozi vrtiS€e 0 potegnemo vodoravno koordinatno os
x, tako da je vrtiS¢e v koordinatnem izhodis¢u. Koordi-
nata x masnega elementa dm je obenem rocica teze
gdm tega elementa glede na vodoravno os skozi koor-
dinatno izhodis¢e 0. Navor dM tezZe tega elementa je
zato:

-dM = xgdm
Navori elementov na desni strani vrti§éa (x > 0) so
pozitivni, na levi strani (x < 0) pa negativni. Rezultanta
teh navorov je navor celotne teze telesa:
M= fdM = fxgdm'= gfxdm
Rezultanto navorov pisemo kot navor rezultante:
M=1-mg

kjer je I rocica celotne teZe:

] 3. TELO e

= (1/m)fxdm = X¢ (gl. 3.15a)
enaka koordinati x; masnega sredi§c¢a telesa. Ne glede
na lego vrti§éa velja, da teza vrti telo tako (s tak3nim
navorom), kot da bi bila zbrana v masnem sredi$¢u
telesa. Zaradi tega se masno srediSée togega telesa
imenuje tudi teziSée. Seveda v resnici teza ne »prije-
mije« v tezis€u (saj je porazdeljena po celotnem telesu
in ucinkuje na vsak deléek telesa), paé pa se telo vrti
tako, kot da bi celotna teza delovala iz njegovega
tezis€a. Vidimo, da se telo ne giblje le translatorno
skozi prostor pod vplivom zunanijih sil, kot da bi bila
njegova masa zbrana v tezi§¢u, ampak se pod vplivom
teZe vrti tudi okrog stalne osi, kot da bi tezis¢e vsebo-
valo celotno teZo telesa.

Navor teZe telesa glede na dano vrti§ée 0 izraéunamo
tako, da vzamemo, kot da teza mg »prijemlje« v tezi§¢u
telesa (slika 3.41), zato velja:

(3.4

Ce je tezisée desno od vrtiséa (xc > 0), se telo pod
vplivom lastne teze zavrti v smeri vrtenja urnega
kazalca. Telo se zaradi lastne teZe ne zavrti, Ce je
tezis¢e pod vrtis¢em ali nad njim, torej ¢e sta tezisce in
vrtiS€e na isti navpiénici, t. i. teziS¢nici (slika 3.42). Ker
je tedaj xc = 0, je tudi M = 0. ’

Mehansko ravnovesje

Telo je v mehanskem ravnovesju, ¢e je pospesek nje-
govega teziSa ni¢ in ¢e ni kotnega pospeska okrog
poljubne osi skozi tezisce:

ac =0 (3.45a)
=0 (3.45b)

To dosezemo, ce je rezultanta vseh zunanjih sil, ki
uginkujejo na telo, ni¢, in e je rezultanta vseh navo-
rov, ki vrtijo telo okrog poljubne osi, enaka ni¢:

Potreben in
F=)F=0 zadosten pogojza (3.46a)
i mehansko ravnovesje.
M=)M=0 togega telesa (3.46b)
1

TezisCe telesa, ki je v mehanskem ravnovesju, miruje
ali se giblje enakomerno s stalno hitrostjo. Ce je telo
mirovalo v trenutku, ko so se izniCile zunanje sile,
miruje tudi naprej. Ce se je tedaj gibalo, se gibije
naprej z nespremenjeno hitrostjo. Mirovanje trzisca
oziroma njegovo enakomerno gibanje ne zadostuje za
mehansko ravnovesje. Potrebno je 3e, da se telo ne vrti
neenakomerno (pospeseno ali pojemajoce), kar zago-
tovimo, ée izniéimo rezultanto vseh navorov. Ce se v
trenutku, ko rezultanta navorov postane ni¢, vrti z neko
kotno hitrostjo, se vrti tudi naprej enakomerno z enako
kotno hitrostjo.

'V tehniskih strokah se mehansko ravnovesje teles

obravnava v okviru statike. Vendar ne pozabimo, da z
mehanskim ravnovesjem ni vedno povezano mirovanje
telesa. Telo se lahko tudi giblje, vendar enakomerno.

|
N
[
|
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Primeri:

1. Lokomotiva na mostu. Most (dolzina b, masa M) je
na konceh podprt. Cezenj pelje lokomotiva (masa m) s
stalno hitrostjo v. Kako se sili N, in Ng, s katerima most
pritiska na podpori A in B spreminjata s ¢asom zaradi
gibanja lokomotive? (Slika 3.43)

Na most ucinkujejo tele zunanje sile: podporni sili N, in .

Ns navzgor ter teza lokomotive (mg) in samega mostu
{Mg) navzdol. Njihova rezultanta mora biti ni¢:

N + Ng—mg-Mg = 0 ali Ny + Ng = mg + Mg

(Podporni sili skupaj sta enaki celotni tezi tovora —
mostu in lokomotive). Drugi pogoj mehanskega ravno-
vesja (3.46b) uporabimo za os skozi podporno toé¢ko A
(ali B). Teza lokomotive vrti most navzdol z navorom
xmg (x je oddaljenost lokomotive od leve podpore A,
enaka je vi), teza Mg mostu pa ga vrti z navorom Mgb/2
(gl. 3.44). Tema navoroma nasprotuje podporna sila
Nz, ki vrti most navzgor z navorom bNs. Rezultanta
vseh teh navorov je ni¢ (most miruje):

bNg — xmg — (bi2)Mg = 0 ali
Ng = Mg/2 + (x/b)mg, x = vt

Podobno dobimo podporno silo N, (vrtisée je v pod-
pori B): -

Ny = Mg/2 + (1 - x/b)ymg

Ko je Jokomotiva na sredi mostu (x = b/2), sta podporni
sili enaki (Ny = N = Mg/2 + mg/2), drugaée pa je bolj
obremenjena tista podpora, ki je blize bremenu (loko-
motivi). V zadetku, ko je lokomotiva nad podporo A (x

= 0), je Ny = Mg/2 + mgin N3 = Mg/2, na koncu (x = b)

pa obratno.

2. Tehtanje z vzvodno tehtnico (slika 3.44). Ce vzvod
ni podprt natanéno v teZis¢u, morata biti prazni skode-
lici razli¢no tezki, da je tehtnica v ravnovesiju. Merjenec
zmaso m, ki jo zelimo dolo¢iti, polozimo npr. na desno
skodelico, na levo pa postavimo znano ute? my, Ki
uravnovesi tehtnico. Meritev nato ponovimo: merjenec
damo na levo skodelico in uravnovesimo tehtnico z
drugo utezjo m, na desni skodelici. Dokazali bomo, da
je masa merjenca enaka geometrijski sredini mas obeh

utezi: m=Vmm, -

Pogoj za mehansko ravnovesje (glede na vodoravno

vrtilno os skozi podporno totko vzvoda) prazne teht- v

nice da enacbi:

N—(M0+M1 +M2)g=0 ter
Mogx + Mog(L + x) — Myg(L—x) = 0

kjer je x odmik teziséa vzvoda od vrtiséa: My, My in M,
SO mase vzvoda ter leve in desne skodelice. -

Za prvo tehtanje se navori izni¢ijo z enacbo:
Mogx + (M + m)g(L + x) — (M; + my)g(L —x) = 0
za drugo pa z enacbo:

Mogx + (My + my)g(L + x) — (M; + mg(L-x)=0

Slika 3.41

Slika 3.42

my
M,
v
(Mytmy)g

NT M, §

Slika 3.44

(M+m)g
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Sila N v podpori je vsakokrat enéka celotni tezi vseh
bremen (vzvoda, skodelic, merjenca in utezi).

Od zadnjih dveh enacb odstejemo enacbo ravnovesja
navorov prazne tehtnice (da se izlodijo mase vzvoda in
praznih skodelic) in dobimo enaébi:

m(L + x) = m'1(L—x) ter
my(L + x) = m(L —x)

Enac¢bi med seboj delimo in ostane: m/m, = m/m ali
m? = m,m,, Kar je bilo treba dokazati. Z dvojnim tehta-
njem lahko maso merjenca izrazimo z masama utezi,
ne da bi vpletali podatke o sami tehtnici.

3. Decimalna tehtnica je razmeroma zapleten sistem
vzvodov, prirejen za tehtanje tezjih tovorov (slika 3.45).

Posamezni vzvodi so izbrani in razporejeni tako, da je.

odcitek teZze tovora (T) neodvisen od lege tovora na
tehtalni plos¢i. Poleg tega je utez T na skodelici, ki

uravnovesi tehtnico s tovorom, natanko desetina teze -

tovora (odtod ime decimalna tehtnica).

Na sliki (3.45) so oznacene sile F;, F, in F, ki jih
potrebujemo za uravnove$enje navorov v posameznih
vrtiséih. Za ravnovesje glavnega vzvoda okrog vrtis€a 0
dobimo enacbo:

TL = F1a + ng
Sili F; in F3 podpirata tehtalno plos¢o s tovorom, zato
je:

F1 + F3 = mg

Izenaéenje navorov glede na vrti§¢e B da enacbo:

Fi(b + d-a) + F;¢ = mgx

pri éemer je x oddaljenost tezis€a tovora od vrtis¢a B.
Preostane Se ravnovesje navorov za podporno ogrodije,
ki je pod tehtalno plosco:

Fo.d = Fac
Iz zgornjih enadb izlo€imo F; ter F, in dobimo:

Fi=mg(x-c¢c)(b+d-—a-c) ter
TdL = bc - mg + (ad — bc)F;

Vidimo, da postane od¢itek T neodvisen od F; (ki
vsebuje x, to je lego tovora na tehtalni plos¢i), ¢e je ad
—bc =0 ali -

alb = cid

Pri tako izbranih dolzinah vzvodov je odcitek T dan z
enacbo (ne glede na lego tovora na tehtalni plosci):

T=(all)mg
Za L = 10a potemtakem dobimo: T = mg/10, kar je

znacdilno za decimalno tehtnico.,

Pri zgornjem izvajanju smo zanemarili teZo tehtalne
plosCe in teZo skodelice. Ponovi raduna tako, da ju
upostevas.

4. Viseéi most. Levi konec vodoravnega mostu je vpet
v zid, na prosti strani pa je most z vrvjo poSevno

‘navzgor pritrjen v zid (slika 3.46). KolikS$na je sila F, v

vrvi in s kolikS§no silo u¢inkuje zid na levi konec mostu?

Ker vrv vleGe most posevno navzgor k zidu, ima sila
zidu vodoravno komponento R, ki odriva most in tako
vzdrzuje ravnovesje z vodoravno komponento sile F, v
VIvi:

R = F,cosg
Za navpi¢ne komponente sil velja ravnovesna enacba:

F,sing + N=mg ali
N = mg - F,sing

Navore sil izni¢imo glede na os, okrog katere bi se
most zavrtel, ¢e bi se vrv strgala. Teza mostu (mg) vrti
navzdol z navorom mglL/2, sila v vrvi pa vrti navzgor z
navorom F,bsing (b je oddaljenost pritrdis¢a vrvi od
vrtiSéa mostu). Sledi: ’

F,bsing —mgL/2 =0 ali

F, = mgL/(2bsing) ter .
N = mg - F,sinp = mg(1 — L/2b)
R = F,cosp = mg(L/2b)ctge

Vidimo, da v zidu ni navpi¢ne podporne sile (N = 0), ¢e
je b= L/2, Ee je torej nosilna vrv vpeta v teziS¢u mostu.
Tedaj je navpiéna komponenta sile v vrvi enaka tezi
mostu (ne glede na naklon g vrvi). Zab< L/i2je N< 0
(navpiéna sila v zidu je usmerjena navzdol).

5. Drsenje lestve ob zidu. Lahka lestev (dolZina L) je
prislonjena ob navpiéno steno, tako da oklepa két ¢ z
vodoravnimi tlemi (slika 3.47). Stati¢ni torni koeficient
med tlemi in lestvijo je ky, med lestvijo in steno pa k..
Po lestvi se vzpenja Elovek z maso m. Kako visoko se
mora vzpeti, da lestev zdrsne? Maso lestve zanema-
rimo v primerjavi z maso ¢loveka.

Na lestev uginkujejo sile: teza mg ¢loveka ter sila tal in
sila stene. Zadnji razstavimo na navpiéni in vodoravni
komponenti. Vodoravna komponenta sile tal je usmer-
jena k steni (ker ho¢e spodnji konec lestve zdrsniti
pro¢ od stene) in med ¢&lovekovim vzpenjanjem
naraS¢a do najvecje mozne vrednosti k;N;. Navpicna
komponenta sile stene je usmerjena navzgor in
naras$c¢a do zgornje vrednosti kxN..

Vzemimo, da lestev zdrsne, ko se ¢lovek povzpne po
lestvi za x. Tedaj doseze vodoravna komponenta sile

‘tal zgornjo mejo k;Nj, navpi¢na komponenta sile stene

pa zgornjo mejo koN,. Tik pred zdrsom Se veljajo pogoji
mehanskega ravnovesja.

Rezultanta vseh sil, ki ué¢inkujejo na lestev, je ni¢:
N, +k2N2—mg=0 in

k1N1 - N2 =0 ali
Ni=mg/(1 + kiko) , N = kN,

Rezultanta vseh navorov (npr. glede na vodoravno os
skozi spodnje dotikalisCe lestve) je ni¢:

mgx cos@ — koN,Lcosp — NyLsing = 0 ali
" X = LNy(k, + tg@)/mg = Lk(k; + tge)/(1 + kikz)

Vidimo, da je najvisji vzpon neodvisen od mase ¢loveka

(Ce je le ta velika v primerjavi za maso lestve). Po lestvi
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se lahko vzpenjamo brez bojazni, da bo zdrsnila, ¢e je
zgornji konec lestve pritrien k steni, Cemur ustreza k;
— o, Pri konéno velikem k, pa se je nemogoce vzpe-
.njati po lestvi, ¢e so tla ideaino gladka: za ky = 0 je tudi
x = 0. V sploSnem se lahko dlje vzpenjamo po lestvi, ¢e
je ta bolj pokonéna (vecjemu kotu ¢ ustreza vecji x).

6. Prevrnitev zaboja med drsenjem. Po vodoravnih
tleh vle¢emo kockast zaboj (masa m, stranica b), da
drsi enakomerno s stalno hitrostjo (slika 3.48). Najmanj
kolik8en két @ mora oklepati vieéna sila F z vodoravno
smerjo, da se zaboj med drsenjem ne prevrne?

Ker zaboj drsi transiatorno s stalno hitrostjo, so sile in
navori v ravnovesju: rezultanta sil je ni¢ in rezultanta P ]
navorov je ni¢. Za projekcije sil v navpiéni smeri velja: ‘ Slika 3.45
Pl

Fsing+ N—-mg=0aliN=mg- Fsing
za vodoravne projekcije pa:

Fcosp— kN =0 = F cosp — k(mg — F sing) ali / Slika 3.46
F = kkmg/(cosp + ksing) /

Zaboj se ne prévrne okrog vodoravne osi skozi rob |

0 (gl. sliko 3.48), ¢e je navor teZe zaboja (mgb/2) vecn / Fy . - O

od navora vlecne sile (Fb cosg): , ) i

mgb/2 > Fb cosgp ali R
F < mg/(2 cosg) '

Vstavimo F iz zgornje enaCbe za enakomerno drsenje y - ¢Mmg
in dobimo pogoj, ki mora biti izpolnjen, da se zaboj L/2 L/2
med enakomernim drsenjem ne prevrne:

tgp > 2 — 1/k

Pri zelo mo&nem trenju (k; > 1) se torej zaboj ne
prevrne, Ce je tgp > 2. Na povsem gladki podlagi (k;
— 0) pa zaboja ni mogoce prevrniti, &etudi je vleéna
sila usmerjena skoraj navpi¢no navzdol (¢ = —90°).

7. Viseta palica. Homogena palica z enakomernim - '
. . < : . Slika 3.47

prerezom S ima maso m in dolzino b; z enim koncem je

pritrjena na strop, tako da visi. Kolik§na je notranja sila

F na razli¢nih prerezih v palici? (Slika 3.49)

Na prerezu S v globini x pod pritrdiséem palice uéin-
kuje sila F(x), kar pomeni, da spodnji konec palice Guti
silo F(x), s katero ga zgornji de! palice vieée navzgor
~(leva sila na sliki 3.48), sam pa obenem vlec¢e zgorniji
del palice z enako veliko silo navzdol (desna sila na
sliki). Na spodnji del palice torej delujeta sila F(x)
navzgor in teza mg(b — x)/b navzdol. Ker palica miruje,
je:
F(x) = mg(1 - x/b). m= oV = oSb b 4

Na spodnjem prostem koncu palice (x = b) seveda ni
notranje sile: F = 0. Notranja sila enakomerno nara§¢a
navzgor in je najvecja na zgornjem (pritrjenem) koncu
palice (x = 0), kjer je enaka celotni teZi palice (F = mg). b

Natezna napétost v palici zaradi lastne teze palice je: mg \

% I ,
N
S koliksno silo ug¢inkuje palica na strop? Oznadéi to silo
na sliki. : Slika 3.48

N

o(x) = F(x)/S = gg(b—k) (gl.3.18) - (3.47)
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8. Veriznica je krivulja, v katero se povesi vrv ali veriga
(kabel itd.) zaradi lastne teze; konca verige sta razma-
knjena (npr. za a) in pritrjena enako visoko (stika 3.50).

Veriga z maso m in dolzino b je homogena; na enoto
dolZine odpade masa u = m/b. Izhodisée koordinat-
nega kriza (0) postavimo v najspodnej$o to¢ko pove-
Sene veriznice, ki je na sredi med podpornima to¢kama

- Ain B.

Enaébo veriznice najlazje pois¢emo v parametriéni
obliki, s pomoé&jo parametra s (dolzina loka veriznice),
ki ga merimo iz koordinatnega izhodi$¢a 0 vzdolZ kri-
vulje veriZznice. Za lo¢ni element ds veriznice velja:
dx = dscos®@ in dy = dssin8, pri ¢emer je 8 naklonski
két tangente na veriznico v tocki P.

Ravnovesni pogoj za viseéi del veriznice med izhodi-
8Cem 0 in tocko P (gl. sliko 3.50a) da enadbi:

FsinB = teza = sug in
F cosf = Fy

F je notranja sila v to¢ki P veriznice, Fy pa v najspod-
nejsi toéki veriznice. Enacbi kvadriramo in sestejemo
in dobimo:

F=VF + 2g?s
Sledl

. dx = dscos® = dsFy/F = Fo(

dy = dssiné = ds - ugS/F = ugs(F§ + 1gPs?) " ds

Po integraciji obeh enaéb dobimo enaébo veriZnice v
. parametri¢ni obliki:
x = plIn(sip + m) = p arsh (%)
kjer je p = Folug
Y=V 5 —p
Iz prve enagbe najprej izrac‘:unramo:
s=p sh(x/p)

in nato vstavimo v drugo enaébo, da dobimo enaébo
veriznice v eksplicitni obliki:

y=plch{x/p)-1] (3.48)

V parametru p = Fy/ug nastopa notranja sila Fy (v
najspodnejSem delu poveSene veriznice), ki je odvisha
od dolzine verige (b) in od njenega razpona (a). Velja:
b = 2sza x = a2, to je:

b = 2p sh(a/2p)

Iz te enaébe z znanimi podatki za dolzino (b) in razpon
(a) veriznice izraGunamo. parameter p, ki ga nato vsta-
vimo v enacbo veriZnice (3.48). Najvedji poves veriznice
Yo je dan z enacbo:

Yo = y(&/2) = p [ch(a/2p) - 1]

Dinamika togega telesa

NajenostavnejSe gibanje togega telesa je translatorno

gibanje: vsak del telesa ima enako hitrost in enak

+ u?g*s%)Vds  ter

pospesek (gl. str. 76). Kakor se giblje tezisce, tako se
giblie vsak del telesa (slika 3.51). Na sliki (3.52) je
skiciran translatorni posevni met palice. Kako moramo
vre€i palico poSeviho navzgor, da bo letela transla-
torno?

Drug enostaven primer gibanja togega telesa je rota-
cija, to je vrtenje okrog stalne osi skozi tezis¢e telesa.
Tezis¢e miruje (v, = 0) in z njim vred mirujejo vse toke
telesa, ki so na vrtilni osi. Ostali deli telesa pa kroZijo
okrog osi z obodno (tangentno) hitrostjo v’ = rw, kjer je
w kotna hitrost vrtenja telesa, r pa pravokotna oddalje-
nost od vrtilne osi (slika 3.53; vrtilna os je pravokotna
na ravnino lista). Cim bolj je del telesa oddaljen od
vrtilne osi, tem hitreje se giblje. Tako se npr. gibljejo
rotorji v raznih strojih in motorjih, osi, gredi ipd. Vrte¢a
se telesa so ve¢inoma osno simetri¢na; simetrijska os
telesa je vrtilna os. .

S translacijo in rotacijo lahko sestavimo posebno vrsto
gibanja — kotaljenje. TeZi5Ce telesa se giblje, obenem
se telo vrti okrog osi skozi tezisce, vendar tako, da se
smer vrtilne osi med gibanjem ne spreminja. Pri kota-
lienju se vrtilna os premika paralelno sami sebi.

Hitrost v poljubnega dela telesa je sestavljena iz hitro-
sti v, zaradi gibanja tezis¢a in iz obodne hitrosti v’
zaradi vrtenja telesa okrog osi skozi tezisce:

v=v,+V (3.49)
Na nekaterih mestih se hitrosti v, in v’ se$tevata,
drugje odstevata. Ce je le telo dovolj veliko, obstaja na
njemu mesto, kjer je hitrost zaradi gibanja tezis¢a
ravno nasprotno enaka hitrosti zaradi rotacije: v, = -
v’; trenutna hitrost tega mesta je ni¢ (v = 0). Ce je
takSno mesto dotikalisce telesa s podlago, pravimo, da
se telo kotali po podlagi (brez podrsavanja). Na sliki
(3.54) so oznaceni vektorji hitrosti (v) za nekatera
mesta valjastega ali kroglastega telesa (s polmerom R),
ki se kotali po vodoravni podlagi. Tezi$te telesa se
giblje v desno s hitrostjo v,, obenem se telo vrti okrog
vodoravne osi skozi sredisce telesa s kotno hitrostjo w
(v smeri vrtenja urnega kazalca), tako da je:

V. =Vv' = Rw | pogojza kotaljenje (3.50)

Dotikalid¢e telesa s podlago bi se moralo gibati v
desno s hitrostjo v, in obenem v levo s hitrostjo v =

= Rw. Ker je v, = R, je njegova trenutna hitrost nig¢,
kar pomeni, da ne podrsuje. Brz ko je v, # R, telo
podrsuje po tleh, in sicer:

V. > Rw telo podrsuje v smeri gibanja
V. < Rw telo podrsuje proti smeri gibanja

Profil hitrosti posameznih mest kotaleéega se telesa
(gl. sliko 3.54) nakazuje, da lahko kotaljenje predsta-
vimo kot rotacijo okrog trenutne osi skozi dotikalisée
telesa s podlago. Hitrosti posameznih mest kotaleéega
se telesa so taksne, kot da bi se telo vrtelo s kotno
hitrostjo w okrog trenutne osi skozi dotikalise (ta
vriilna os se premika s hitrostjo tezis¢a v, vzporedno
sami sebi). Hitrost v poljubnega dela telesa je npr.
pravokotna na veznico r mesta z dotikali$¢em in enaka

. ro. Med Kkotaljenjem se najhitreje giblje zgornja toéka

telesa — z dvakratno hitrostjo tezis¢a (= 2v,).




DINAMIKA TOGEGA TELESA

Translacija, rotacija in kotaljenje so enostavni primeri’

gibanja togega telesa. V splosnem je gibanje bolj
zapleteno, saj se med gibanjem lahko spreminja tudi
smer vrtilne osi. TakSnega splo§nega gibanja togega
telesa ne moremo obravnavati s preprostimi matema-
tiénimi sredstvi, ki so nam na razpolago na tej stopniji.

Ne glede na to, kako se telo giblje, velja tole:

Pospesek tezis¢a telesa je odvisen od rezultante F vseh
zunanjih sil.

(9l 37)

* Ce tezi$ée telesa miruje (ali se giblje enakomerno s

stalno hitrostjo), je rezultanta vseh sil, ki u¢inkujejo na
telo, enaka nié.

Vrtenje telesa dolo¢a rezultanta M navorov vseh zuna:
njih sil:

@527

kier je a kotni pospesek, J pa vztrajnostni moment
telesa glede na vrtilno os. Ce se telo ne vrti (ali e se
vrti enakomerno s stalno kotno hitrostjo), je rezultanta
vseh zunanjih navorov enako ni¢.

Primeri:

1. Prevrnitev avta na ovinku. Na strani 46 smo raéu-
nali najvedjo hitrost,”s katero lahko vozi avto skozi
vodoravni ovinek, ne da bi zdrsnil. Cetudi ne zdrsne, se
pa fahko prevrne. Tokrat nas zanima, pri koliksni hitro-
sti se avto prevrne. V tej zvezi sta pomembni predvsem

viSina h tezis¢a nad tlemi ter razdalja b med kolesoma.

Problem najhitreje razre§imo v neinercialnem koordi-
natnem sistemu, ki se giblje skupaj z avtom skozi
ovinek (slika 3.55). Avto se zaéne prevracati okrog osi
skozi podporno toc¢ko 0 kolesa na zunanji strani
ovinka, ko je navor centrifugalne vztrajnostne sile mv?/
R (gl. str. 50) vecji od navora teZe avta:

(mv¥R)h = mgb/2  ali

v = VgbRI2h

Nekoliko ve¢ dela je treba, e zelimo primer razresiti iz
mirujocega inercialnega koordinatnega sistema (slika
3.56). Na avto utinkujejo sile: teza avta mg ter sili tal na
kolesi; zadnji razstavimo na navpiéni komponenti N, in
N, ter na vodoravni komponenti F; in F, (ti sta usmer-
jeni k sredis¢u ovinka in omogocata radialni pospe-
Sek). Ker se tezis¢e C giblje s hitrostjo v po vodorav-
nem krogu s polmerom R, to je z radialnim pospe$kom
V¥R v vodoravni smeri k sredid&u ovinka, zadosc¢ajo
sile ravnovesnima enaé¢bama:

N1+N2—mg=0in ]
F1+F2=mV2/R

Vsota navorov glede na os skozi teZi§ée je nié (ker se
avto ne prevraca):

(F1.+ Fa)h + Nyb/2 = Nyb/2 = 0 ali
Nz — Ny = (2h/b)(Fy + F,) = (2h/b)(mv¥R)

75
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Ker je Ny + N, = mg, dobimo:

N, = mg/2 - mvh/bR
N, = mg/2 + mv®h/bR

Vidimo, da je kolo na zunanji strani ovinka bolj obre-
menjeno kot notranje kolo (N, > N,); razlika je veéja, Ce
se avto giblje hitreje. Avio se zacne prevradati v tre-
nutku, ko se pritisk notranjega kolesa na tla zmanjSa
na ni¢ , kar se zgodi pri hitrosti. vy, za katero velja:

N, =0 = mg/2 — mv?,.h/bR ali

Viax = VgbR/2h

kar ze poznamo. Skozi ovinek lahko vozimo hitreje
(brez bojazni, da bi se avto prevrnil), ¢e je teziSCe avia
nizje (manj$i h) in &e sta kolesi bolj razmaknjeni (vegji
b) ter (seveda) e je ovinek blazji (vedji R).
2. Utezi na 8kripcu (slika. 3.57). Utezi m; in m, sta
privezani na skupno vrv, ki vodi okrog oboda pritrje-
nega Skripca. Ta se lahko prosto vrti okrog vodoravne
osi. S kolikinim pospeskom se gibljeta utezi in kolik-
8na je sila v vrvi?
Vzemimo, da tezja utez m, pada s pospeskom a. Ker je
vrv napeta, se lazja utez m; dviga z enako velikim
pospeSkom. Vrv ne podrsava po obodu $kripca, zato se
Skripec vrti pospeseno; vrtita ga sili Fy in F, v vrvi na
obeh straneh, ki sta zato razli¢ni.
Na utez m, delujeta teza m,g navzdol in sila F; v vrvi
" navzgor:

myg - F, = mya
Za ute? m, pa velja:

Fi—mg = ma

. - Pospes8ek a gibanja utezi je obenem tangentni pospe-

Sek vrtenja Skripca (ker vrv ne podrsava po obodu
Skripca), torej se Skripec vrti s kotnim pospeskom a =
= a/R (R je polmer Skripca). Tega povzrocCata sili Fy in
F, (trenje v Iezajlh zanemanmo) ki vrtita Skripec z
navorom:

M= (F,— F))R = Ja = Ja/R
{J je vztrajnostni moment Skripca)

Iz enagb dinamike za uteZi in $kripec izratunamo nez-
nane koli€ine a, Fy in F,:

a= (m,— m)g/(imy + my, + JIR?)
F1 m1g(2m2 + J/Rz)/(m1 + my, + J/Rz)
Fa = Mpg(@2my + JIR?)/(my + m, + JIR?)

Ce je $kripec lahek v primerjavi z utezema, tako da je
JR? << my 0z. m,, se zgornjl izrazi poenostavijo v:

a= g(m2 - m1)/(m1 + m2)
Fy = 2mymugl(my + my) =

Tedaj sta sili v vrvi na obeh straneh $kripca enaki (saj
Skripec nima zadosti vztrajnosti, da bi se upiral potegu
utezi). Druga skrajnost je izredno teZzak Skripec, tako
daje JR?>> m 0z. myina=O0ter F, = mgin Fa = myg
(8kripec se zaradi velike vztrajnosti praktlcno ne vrti,
utezn na vrvi mirujeta). .

S kolik$no silo u€inkuje vrtilna os na Skripec? Kolik§en
je navor te sile (trenje zanemarimo)?

3. Padanje palice. Homogena palica z maso m in
dolZino b stoji pokonci na vodoravnih tleh (slika 3.58).
Palico rahlo sunemo, da za¢ne padati. S kolik$no hitro-
stjo udari zgornji konec palice ob tla, ¢e spodnji konec
ne zdrsne?

Palica se med padanjem vrti okrog vodoravne osi skozi
podnoZisé¢e 0. Ko oklepa z navpi¢nico két ¢, deluje
nanjo navor teze M = mg(b/2)sing, ki vsiljuje kotni
pospesdek a:

M = Ja

mg(b/2)sing = (mb%3)a ali

a = (3gi2bysing = 22— de  de _ S dw
dt de dt dp

d(w? = (3g/b)singpdg

Enaébo integriramo od zaéetne Iegé (p=0inw=0)do
vmesne lege (¢ in w). Dobimo:
w* = (3g/b) | singdp = (3g/b)(1 - cosg)
0

Palica pade na tla (¢ = 90°) s kotno hitrostjo w; =

= V3g/b . Konec palice torej udari ob tla s hitrostjo

V3gb .

S kolikSno hitrostjo bi konec palice padel na tla, e bi
prosto padal?

vi = bwy =

4. Pol pospeska. Kadar udarjamo s tezkim kladivom
ali sekiro, moramo drzati ro¢aj na pravem mestu, da
sunek udarca ni premocan. Drzati moramo na mestu,
kjer je t. i. pol pospeska.

Vzemimo dolgo palico in jo udarimo s silo F (vpliv
drugih sil zanemarimo). Ce jo udarimo v tezis¢u, se
palica premakne translatorno s pospeskom a, = F/m
(m = masa palice). Ce pa jo udarimo izven tezis¢a, se
palica (dodatno translaciji) tudi zasuée okrog osi skozi
teZiS€e s kotnim pospeskom o = M/J = fFlJ, Kjer je J

“vztrajnostni moment palice glede na os skozi tezi§ée, f

pa rocica sile (slika 3.59). Zaradi zasuka palice dobi

- vsak del palice (dodatno k pospesku a, zaradi premika.

tezisCa) 8e tangnetni pospeSek a = xa, pri &emer
merimo x iz tezi¢a. Celoten pospesek dela palice na
oddaljenosti x od tezi¢a je torej:

a(x) = a, + a = a, + xa = Fim + xfFlJ

Levo od tezi§éa (x negativen) si pospeska zaradi pre-
mika teziS€a in zaradi zasuka palice nasprotujeta. Pol
pospeska je tista tocka (P) na palici, kjer je celoten
pospesek nic, kjer je pospesek tezis&a ravno nasprotno
enak tangentnemu pospesku zaradl zasuka palice; to
se zgodi pri x = — p:

a(-p)=0= Fim-pfFlJ ali

p = Jimf (3.51)

Pol pospeska se kljub udarcu zunanje sile ne prema- -

kne; njegov pospesek je ni€. Lega pola na palici je
odvisna od mesta udarca (f) sile, vedno pa je na drugi
strani teziscéa. Ce npr. udarimo homogeno palico (z
dolizino b) na koncu (f = b/2), je pol pospeska oddaljen
od drugega konca palice za b/3.

Podoben primer: Na kateri visini (h) nad tlemi moramo
suniti biljardno kroglo v vodoravni smeri, da po udarcu

; *T!
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a4

‘ ne zdrsne? Dotikalis¢e krogle s tlemi mora biti pol

pospeska (p = R), zato: R = J/m(h - R), kjer je J

vztrajnostni moment krogle (= 2mR?5, gl. 3.31). Sledi: -

h = 7R/5. Kroglo moramo suniti na visini 0,4R nad
njenim sredis¢em.

5. Valjar. Valj z maso m in polmerom R lezi na vodo-
ravnih tleh. S koliksnim pospeskom se giblje njegovo
teziSCe, ¢e ga vleGemo v vodoravni smeri s silo F,
katere podaljSek gre skozi tezise? (Slika 3.60)

Valj se kotali. Kotaljenje pa lahko obravnavamo kot
rotacijo okrog trenutne osi skozi dotikalis¢e 0. Okrog
te osi pospeSuje vrtenje le vleéna sila F; njen navor je
M = FR. Valj se torej vrti okrog dotikali3éa 0 s kotnim
pospeskom a = M/J, kjer je J vztrajnostni moment valja
glede na os skozi 0 (= 3mR?2, gl. 3.38b):

a = 2F/3mR
Tezisce va—lja se giblje s pospeskom:
a. = Ra = 2F/3m
(Ce bi bil valj prost — ne na tleh — bi se njegovo tezisce

zaradi vle€ne sile F gibalo $ pospeskom F/m, tako pa je
zaradi kotaljenja po tleh pospesek manijsi).

Enak rezultat dobimo, &e napisemo enacbo za gibanje
tezid¢a in enacbo za vrtenje valja okrog osi skozi te-

ZiscCe: .
N-mg=20
F—F' = ma,
FR=Ja=JalR
Odtod izradunamo:
a, = FIlm + JJ/R? = 2F3m (J, = mR?%2)
Vodoravna komponenta sile podlage (ki vrti valj) je:

F' = Je.a,/R? = FI(1 + mR%J,) = FI3

Dokler je ta komponenta manj$a od stati¢éne torne sile

(= ksN = k;mg), se valij po podlagi $e kotali. Pri F =

3ksmg pa za&ne valj podrsavati po tleh.

Zgornjemu primeru je podobna znana igra¢ka jo-jo
(slika 3.61). Kolo ima gred s polmerom r; okrog gredi je

- navita vrv, katere prosti konec drzimo v roki. Ko kolo

spustimo, zafne .pospeseno padati, pri ¢emer se
pospeseno vrti, vrv pa se odvija. S kolik§nim pospe-

. 8kom pada tezisce kolesa? Uporabimo zgornii rezultat,

le da je vle€na sila F zdaj teza mg:

a, = mgl/(m + Jr*) = g/(1 + Jmr?)
Ce se vrv pretrga, pada tezis¢e kolesa s teihirh pospe-
§kom g; vrv pa zadrzuje padanje, saj se mora kolo med
padanjem tudi vrteti. Kolo pada s tem manjsim pospe-
8kom, ¢im vedji je njegov vztrajnostni moment.

6. Balinanje. Kroglo zalu¢amo translatorno z zadetno
hitrostjo v, po vodoravnih tleh. S koliksno hitrostjo se
na koncu giblje tezisce krogle? Na kolik&ni razdalji (x,)
in po koliksnem &asu (t;) od mesta oziroma trenutka,
ko se krogla dotakne tal, se krogla zaéne kotaliti?

(Slika 3.62)

Slika 3.53

%’//",’6//"07 /
Slika 3.54
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Slika 3.55

Slika 3.56

-Slika 3.57 \ Al
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V zagetku krogla drsi po tleh in-njeno gibanje zavira
dinamiéna torna sila F; = kN = k;mg, ki obenem kroglo
tudi vrti z navorom M = F,R = kymgR. Zaradi tega se
tezisce krogle giblje enakomerno pojemajoce s pojem-
kom a, = F/m = kg in njegova hitrost enakomerno
pojema s ¢asom: '

Ve = Vg — &t = vy — kgt

Obenem se krogla vrti enakomerno pospeseno s kot-
nim pospeskom a = M/J, = 5k;g/2R in kotna hitrost se
enakomerno poveduje:

w = at = 5kgt/2R

Dokler je v, > Rw, krogla 3e podrsuje po tleh. Ko
postane v, = Rw, se za¢ne kotaljenje:

vy — kgty = 5ktgt1/2 ali
t1 = 2V0/7krg

Pot podrsavanja znasa:
X, = oty — kgt¥2 = 12v/49k,g

Od tega mesta naprej se krogla kotali enakomerno
(vodoravna komponenta sile tal izgine), teziS¢e se
giblje'enakomerno s stalno hitrostjo v, = Rw = 5vy/7
(€e zanemarimo upor zraka in kotalno trenje; gl. str.
78). Na popolnoma gladkih tleh (k; — 0), bi krogla ves
¢as drsela translatorno, se ne bi mogla kotaliti.

-Namesto da kroglo v zagetku sunemo, jo zavrtimo z

zacgetno kotno hitrostjo w, in previdno polozimo na tia
(slika 3.63). Ker krogla v dotikali$éu drsi v levo, je
dinamiéna torna sila usmerjena v desno. Ta sila pospe-

Suje teziSCe krogle v desno s pospeskom:
a. = ktg

in obenem zavira vrtenje krogle s pojemkom a = 5k;g/
2R. Zaradi tega se hitrost teziS¢a povecuje s éasom po
enadbi: ) .

v, = a.t = kgt

kotna hitrost w pa zmanjsuje: w = wy— at = wy — Skgt/
2R. Slej ko prej se hitrost tezi§éa toliko poveca, kotna
hitrost pa toliko zmanjsa, da je zado$¢eno pogoju: v, =
= Rw, ki je potreben za kotaljenje. Krogla se priéne
kotaliti po €asu t, = 2Rwy/7kg.

Kako moramo zaluéati kroglo, da drsi pojemajocde, se
ustavi in se nato zacne kotaliti nazaj?

7. Kotaljenje valja po klancu. Valj z maso m in polme-
rom R se kotali navzdol po klancu z naklonskim kotom
@ (slika 3.64). KolikSen je pospesek teziséa valja?

Na valj uginkujeta teza mg in sila podlage; zadnjo
razstavimo na pravokotno komponento N in na kompo-
nento F’ v smeri klanca. Velja:

mg sing — F' = ma,
Med kotaljenjem se valj vrti pospeSeno okrog osi skozi

tezisCe s kotnim pospeskom «, ki ga povzroéa sila F’ z
navorom M = F'R:

o= MJ=FRUJ

Dokler se valj Se kotali, velja' zveza: a4, = Ra, zato
dobimo:

a, = gsing/(1 + JmR? = (2/3)gsing (J = mR%?2
za valj) ter

F' = a.JIR* = mgsing/(1 + mR%J) = (1/3)mgsing

Ce bi valj drsel navzdol translatorno brez trenja, bi se

- gibal s pospeSkom gsing (gl. str. 41), s kotaljenjem pa

se pospeSek zmanjsa na (2/3)gsing. Drsenje (transla-
torno) navzdol po klancu s trenjem pa je navadno

" precej po¢asnejSe kot kotaljenje.

Ce povegamo naklon ¢ klanca, se poveéata tudi pospe-
Sek teziS¢a valja in kotni pospesek vrtenja. V enakem
razmerju se z naklonom povecuje tudi sila F', ki je
potrebna za pospeseno kotaljenje. Toda ta je omejena,
njena zgornja meja je staticna torna sila F;, = kN =
= ksmgcosg (gl. str. 40). Ko F' doseze F;, zaéne valj po
klancu podrsavati. To se zgodi pri nagibu ¢ = ¢, za
katerega velja:

F =F,=kN
mgsing/(1 + mR?J) = k,mgcosg; ali
tgps = k(1 + mR?J) = 3k,

Pri ¢ > ¢, valj med kotaljenjem navzdol po klancu
podrsuje, zato je torna komponenta sile podlage enaka
F = kN = kymgcosg in pospesek tezisS€a valja je enak
kot pri navadnem drsenju: a, = g(sing — k,cosg). Kotni
pospeSek valja tedaj dolo¢a dinami¢na torna sila F, ki
vrti z navorom FR. Sledi: a = FR/J = (2k,g/R)cosg.
Torej se kotni pospesek kotaljenja z ve¢anjem strmine
klanca zmanjsuje. Ob navpi¢nem zidu je celo ni¢. Valij
se ob navpiénem zidu ne more kotaliti, saj ni sile, ki bi
ga vriela.

Kotalno trenje

S kotaljenjem koles se lahko vozila premikajo po tleh
veliko lazje, kot ¢e drsijo. Ker kolo ne podrsava po tleh,
torna sila ne zavira gibanja. V idealnem primeru, e se
niti kolo niti podlaga pod bremenom ne deformirata,
tako da se dotikata v eni sami togki, se lahko kolo kotali
po vodoravni podlagi s stalno hitrostjo (Ce le zanema-
rimo upor zraka). Na kolo tedaj u¢inkujeta teza mg
navzdol in nasprotno enaka sila podlage (N) navzgor
(slika 3.65).

Dejansko se kolo in podlaga zaradi bremena mg defor-
mirata in se ne stikata le v eni toéki temve¢ na Sirsi
stiéni povrsini (slika 3.66). Sila podlage je neenako-
merno razporejena vzdolz sticne povrsine (na sprednji
strani kolesa je moénej$a kot na zadnji); njena rezul-
tanta N prijemlje v tocki B, okrog katere se mora kolo
na deformiranih tleh zakotaliti. Ker teza mg bremena
nasprotuje tej zakotalitvi z navorom mgb (b je rogica
teZe glede na vodoravno os skozi kotalno to¢ko B), je
potrebna potisna sila F, ki prevlada navor teZe:

FR=mgb ali
F = (b/Rymg

Koli¢nik b/R je torej koeficient kotalnega trenja. Kot
merilo za velikost kotalnega trenja obi¢ajno navajamo
kar rogico b (v cm), npr. za leseno kolo na leseni
podlagi je b okrog 0,2cm, jekleno kolo na jekleni
podlagi 0,025 cm.
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‘Proste osi togega telesa

Doslej smo obravnavali vrtenje telesa okrog osi, katere
smer se med vrtenjem ne spreminja, bodisi da os
miruje (vpeta v lezaje) ali pa se paralelno premika, npr.
pri kotaljenju. Gibanje telesa se precej zamota, Ge
dovolimo, da se smer osi med gibanjem spreminja.

Recimo, da je telo podprto v tezi§¢u, vendar tako da se
lahko prosto vrti okrog poljubne osi skozi teZis¢e. Telo
zavrtimo s kotno hitrostjo w okrog neke osi, ki naj ne

sovpada z glavnimi vztrajnostnimi osmi telesa (gl. str.

66), in ga nato prepustimo samemu sebi.

Telo je sestavljeno iz masnih elementov dm (slika 3.67).
Vsak vrtec¢i se masni element dm vleée rotacijsko os s
centrifugalno silo xw?dm radialno proé (gl. str. 44); x je
pravokotna oddaljenost masnega elementa dm od
vrtilne osi. Navor te sile glede na vodoravno os skozi

tezisce C je zxw?dm, pri éemer merimo koordinato z iz -

tezi3€a (nad teziScem je pozitivna, pod njim pa nega-
tivna). Celotno togo telo potemtakem delu;e na vrtilno
0S Z havorom;

My = [xzedm = w?J,, (3.52)

ki se imenuje centrifugalni navor. J,, je centrifugalni
vztrajnostni moment telesa (gl. 3.35). Zaradi centrifu-
galnega navora se smer vrtiine osi med vrtenjem spre-
minja, ¢e os ni vpeta v lezaje. Lezau kompenzirajo
uinek centrifugalnega navora in vrtilna os se ne spre-
minja.

Centrifugalni navor je ni¢ in lezaji niso potrebni, ée je
vrtilna os ena od glavnih osi vztrajnostnega élipsoida
(gl. str. 67), glede na katero so centrifugalni vztrajno-
stni momenti J,, itd. ni¢. Zaradi tega se glavne vztrajno-
stne osi telesa imenujejo tudi proste osi. Vsako togo
telo (ne glede na obliko) ima najmanj tri proste osi, ki
so pravokotne druga na drugo. Vrtece se telo ne obre-
menjuje lezajev, e se vrti okrog proste osi. Osi hitro
vrtecih se rotorjev morajo zato biti proste osi, ker lahko
drugade centrifugalni navor (ki nara§éa s kvadratom
kotne hitrosti vrtenja) poskoduje leZaje.

Vrtilna os prostega telesa je stalna, &e je ena od prostih
osi telesa. Vendar pa vrtenje telesa okrog posameznih
prostih osi ni enako stabiino. PokaZe se (dokaz pre-
sega okvir nade stopnje), da je vrtenje najbolj stabilno
okrog tistih prostih osi, glede na katere ima telo ali
najvedji ali najmanijsi vztrajnostni moment. Te proste

osi so stabilne. Ce vrtete se telo malo zmotimo, da se -

izmakne iz stabilne proste osi, se po kratkem kolebanju
samo povrne v prvotno stanje in se spet vrti okrog
stabilne proste osi. Vrtenje telesa okrog prostih osi z
vmesnim vztrajnostnim momentom pa je labilno. Ze
majhen zunanji draZljaj zadostuje, da se vrtilna os
zatne prekopicevati; gibanje telesa se umiri, ko telo
najde eno od bliznjih stabilnih prostih osi, okrog katere
se potem vrti. Na sliki (3.68a) vrtimo okroglo ploséico,
ki visi na nitki, okrog njene diametralne osi. Ta os je
labilna, zato se plo&¢ica zaéne nemirno premetavati.
Cez nekaj ¢asa se teZis¢e plosgice dvigne, tako da je
plos¢ica vodoravna in se vrti okrog simetrijske osi
(pravokotno na ploséico skozi njeno sredino), ki je
stabilna prosta os (slika 3.68b). Geometrijska os rota-
cijsko simteri¢nih teles je ve¢inoma stabilna prosta os.

Metalec diska mora zavrteti disk okrog stabilne proste
osi, da se ta med letenjem ne spreminja (zaradi éesar bi
se spreminjal upor zraka). Kako leti krogla iz puske?

o |
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Vrtilna koli¢ina

Vrtilna koli¢ina I ima pri vrtenju podobno vlogo,
kakr$no ima gibalna koli¢ina G pri premem gibanju.
Kakor lahko Newtonov zakon dinamike za premo giba-
nje napiSemo v obliki: F = dG/dt (gl. 2.3), ga lahko za
vrtenje napiS§emo v obliki:

. es

Z vrtilno koli¢ino se bomo najprej seznanili na enostav-
nem primeru: to¢kasto telo m se giblje s hitrostjo v,
torej z gibalno koli¢ino G = mv. Nanj u¢inkuje sila F, ki
spreminja njegovo gibalno koli¢ino: F = dG/dt. Navor
te sile glede na os skozi koordinatno izhodis¢e O je M =
r X F, kjer je r krajevni vektor telesa m iz koordinatnega
izhodisca (gl. 3.39). Naprej postopamo takole:

M =rXF =rX(dG/dt) = d(r X G)/dt— (dr/dt) X G

Ker je dr/dt = v, izpade zadnji &len, saj je vektorsk|
produkt dveh kolinearnih vektorjev nié:

M = d(r X G)/dt = dI/dt

kjer je

[ r=rxG=rxmv | (3.54)

vrtitna koli¢ina to&katega telesa glede na izhodis¢e 0.

Recimo, da telo m kroZi po krogu s polmerom r okrog
izhodiéa 0. Vektorski produkt r X v tedaj znasa rv =
= rPw in ima smer osi kroZenja. Vrtilna koli¢ina T
krozetega to&kastega telesa ima torej smer vrtilne osi
(to je smer o) in je enaka:

|r-= e = Jo | (3.55)

pri éemer je J vztrajnostni moment krozecega toCka-
stega telesa. Vidimo, da je izraz za vrtilno koli¢ino T
povsem analogen izrazu za gibalno koli¢ino G = mv
(namesto mase m imamo vztrajnostni moment J, name-
sto hitrosti v pa kotno hitrost w).

Ce na krozeée telo m uginkujoca sila F nima navora: M
= 0 (npr. da ima smer k sredi$¢u krozenja, t.i. cen-
tralna sila), se vrtilna koli¢ina krozecega telesa ohra-
nja: T = konst.; ohranja se tako hitrost kot ravnina
krozenja. ‘

Kroglico m poloZzimo na vodoravno gladko plos¢o
(slika 3.69). Kroglica. je privezana na vrvico, ki vodi
skozi luknjo v sredini plodce. Zazenemo jo, da za¢ne na
ploséi kroziti s kotno hitrostjo w po krogu s polmerom
r. Nato vieemo vrvico s silo F navzdol, da se polmer
kroZenja r zmanj$uje. Sila F deluje na kroglico v radi-
alni smeri, zato je njen navor nic': in kroglica kroZi s
stalno vrtilno koligino; produkt r?w se ohranja. Ker se r
zmanjsuje, se povecuje kotna hitrost krozenja krogllca
krozi tem hitreje, ¢im kraj$a je vrvica: riw, = raw;.

Planeti krozijo okrog Sonca po ellptlcnlh tirnicah;
nanje uéinkuje privlatna gravitacijska sila Sonca, ki je
centralna sila (njen navor je ni¢), zato se vrtilna koli-
¢ina planetov ohranja: ravnina kroZenja je stalna; ko se
razdalja planeta do Sonca zmanj$a (npr. pozimi), se
hitrost planeta poveca (in obratno).

Izraz (3.54) bomo posplosili, da bomo dobiii vrtilno
koli¢ino togega telesa, ki se vrti s kotno hitrostjo o
okrog dane osi (slika 3.70). Telo v mislih razdelimo na
masne elemente dm. En tak element krozi okrog osi o z
obodno hitrostjo v = @ X r (gl. 1.53c). Vrtilna koli¢ina I’
celotnega telesa je vsota (integral) vrtilnih koli¢in posa-
meznih delov telesa:

T'=[rXvdm ’ (3.56)
Ker je v = oX r, dobimo napre;j:
rXv=rX(@Xr=rPo—rwo-r

Vektorja r in o izrazimo s projekcijami v koordinatnem
sistemu: '

r=xe,+ye, + ze, (gl 1.1)
O = W@y + W8, + Wae, *

Zavrteti telo okrog osi s kotno hitrostjo w je enako,
kot zavrteti ga okrog osi x s kotno hitrostjo w; in
obenem okrog osi y s w, ter okrog 0si z s ws.

TXV = (0@, + 0y, + wge;) (X2 + y* + 2°)— (3.56a)
— (xey + ye, + ze)(wiX + woy + ws2) =
= e, [(y2 + 22)w1 woXy — w3x2] +
+ e (22 + x )wz wzyz — wyx] +
+e,[(F+y )wa W1ZX — WZY]

Zgornji izraz poenostavimo, ¢e usmerimo koordinatni
sistemn tako, da se koordinatne osi x-y-z ujemajo z

glavnimi vztrajnostnimi osmi telesa (gl. str. 67); potem -

izpadejo integrali, ki vsebujejo produkte xy, yzin zx, ter
ostane:

| T = Jime, + J2(U2ey + Jzwae, (3.57)

pri &emer so Jy, Jo in J; glavni vztrajnostni 'momenti
telesa (gl. 3.37).

Vidimo, da vrtilna koli¢ina T vrte¢ega se telesa v sploé-
nem nima enake smeri kot vrtilna os (to je w). T ima
smer o le za kroglasto telo (J; = J, = J3 = JinT = Jw)
ali ¢e zavrtimo telo okrog ene od glavnih vztrajnostnih
osi, tako da je npr.

wy; = w3 = 0in w = oter T = Jywe, = Jyo.

Geometrijska os rotacijsko simetri¢nih teles je ena od
glavnih vztrajnostnih osi telesa. Ce torej telo zavrtimo
okrog te osi s kotno hitrostjo e, dobi vrtilno koli¢ino T
= Ju, kjer je J vztrajnostni moment telesa glede na to
os. Da je res tako, se prepri¢amo neposredno iz enatbe
(8.56): T = j r X vdm.

Zaradi simetrije lahko od vektorja r X v upostevamo le
njegovo projekcijo na smer vrt|Ine osi,toje|rXv le, =
= rvsinde,, = ryve, = riwe, = r’w (v= ryo, gl.sliko 3.71).

l‘=fr$mdm=Jm , J=Ir?,dm

Kakor velja za to¢kasto telo, velja tudi za togo telo: ¢e
je rezultanta navorov ni¢ (M = 0), se vrtilna koli¢ina
telesa ohranja: I = konst.; ohranjata se tako njena
velikost kot smer. Pri kroglastem telesu ali ¢e zavrtimo
telo okrog njegove glavne vztrajnostne osi, se potemta-
kem ohranja tudi smer vrtilne osi (saj ima I' enako
smer kot ). '




VRTILNA KOLICINA

To lastnost vrteCega se telesa izkori§¢amo pri . giro-
skopskem kompasu. Osnosimetriéno telo z velikim
vzirajnostnim momentom je vgrajeno v posebno
ohisje, tako da se lahko prosto vrti okrog poljubne osi
skozi njegovo tezisCe. Telo v zadetku zavrtimo z veliko
kotno hitrostjo, da dobi &im vegjo vrtilno koligino, ki jo
usmerimo natan¢no na sever. Ker je vpliv trenja in
upora zraka na vrtenje gira zmanj$an na minimum,
druge sile pa zaradi posebno oblikovanega ohigja ne
morejo izmakniti vrtilne osi iz smeri sever-jug, se
vrtilna koli€ina gira in s tem tudi smer njegove vrtilne
osi ohranjata. Cetudi ladja z ohisjem giroskopa spremi-
nja smer, os vrteéega se gira stalno kaze na sever.

Vriilna koliéina sestavljenih teles

Doslej smo razpravljali o vrtilni koligini togega telesa.
Netogo telo pa lahko med vrtenjem spreminja obliko
oziroma velikost. Kako se zaradi tega spreminja nje-
gova vrtilna koli¢ina? Pogosto se oblika telesa spre-
meni z u€inkovanjem notranjih sil, ki uéinkujejo med
posameznimi deli telesa. Vemo, da se notranje sile
vedno pojavljajo v parih nasprotno enakih sil (gl. str.
52). Tudi navori teh sil so nasprotno enaki, se medse-
bojno uniCujejo, zato ne vplivajo na celotno vrtilno
koli¢ino telesa. Kljub spremembi oblike ali velikosti
telesa zaradi uc¢inkovanja notranijih sil se vrtilna koli-
&éina telesa ne spremeni. Vrtilno koli¢ino telesa spre-
minjajo le navori zunanijih sil.

Recimo, da notranije sile razirijo telo, tako da se nje-
gov vztrajnostni moment poveca. Ker se zaradi tega
vrtilna koli¢ina I' = Jw ne spremeni, se kotna hitrost o
vrtenja zmanjsa, tako da je produkt Jo enak:

I'=Jw = konst. = Jiwy = Jowy

Primer:

Sedimo na vrtljivem stolu in se vrtimo s kotno hitrostjo
®1.-Ko med vrtenjem iztegnemo roki, se poveé&a vztraj-
nostni moment (od J; na J,), toda obenem se zmanjsa
kotna hitrost vrtenja (od wy na w, = wyJi/Jo). Skréitev
rok zopet pospesi vrtenje itd.

Umetnostna drsalka na ledu dela pirueto tako, da se
najprej ob razprtih rokah (¢im vedji vztrajnostni
moment) poganja z eno nogo, da dobi &im ve&jo vrtilno
koli¢ino okrog vrtilne osi skozi drugo nogo (priskrbi jo
navor zunanje sile med drsalko in ledom). Nato se:
postavi na konico drsalke in dvigne roki v smeri osi, da

se njen vztrajnostni moment ¢imbolj zmanjsa — ob tem

se hitrost vrtenja zelo poveéa.

Premisli, kako skade skakalec v vodo. Kako spreminja
svoj vztrajnostni moment okrog vodoravne osi in kako
se zaradi tega spreminja njegovo vrtenje?

Kar smo zgoraj povedali za vrteée se netogo telo, velja
tudi za sistem teles, ki se vrtijo okrog skupne osi.
Vrtilna koli¢ina celotnega sistema je algebrai¢na

vsota vrtilnih koli¢in posameznih teles (upostevati

moramo predznak posameznih vrtilnih koligin, to je
smisel vrtenja). Med posameznimi telesi sistema v
sploSnem ucinkujejo notranje sile. Te lahko spreme-

6 VisokoSolska fizika 1. del
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nijo vrtilno koli¢ino posameznih teles, ne morejo pa
spremeniti celotne vrtilne koli¢ine sistema. Ta se
spreminja le zaradi navorov zunanjih sil. Ce zunanjih
navorov ni (¢e je njihova rezultanta ni¢), se vrtilna
kolicéina sistema teles ohranja (zakon o ohranitvi
vrtilne koli¢ine sistema).

Recimo, da mirujemo na vrtljivem stolu in drzimo v
rokah vrteCe se kolo, tako da je os kolesa vzporedna
vrtilni osi stola. Ker s stolom vred mirujemo, je vrtiina
koli¢ina celotnega sistema kar enaka vrtilni koli€ini
kolesa (= I'y = J;w4). Nenadoma zasukamo os vrteega
se kolesa za 180°, tako da je spet vzporedna osi stola,
vendar se zdaj kolo vrti v nasprotni smeri kot prej.
Opazimo, da se pri tem sami s stolom vred zaénemo
vrteti v enaki smeri, kot se je prvotno vrtelo kolo. Z
navorom notranjih sil rok smo spremenili vrtilno Kkoli-
&ino kolesa od I'y na —I'y. Ker mora biti vrtilna koligina
celotnega sistema $e vedno I, se zacnemo vrteti z
vrtilno koli¢ino I, = Jow, (J; je nas in stolov vztrajno-
stni moment), tako daje I'y = I; + (-Iy) ali I; = 2[4 in
Wy = 2601J1/J2.

Primer:

Kolo z vztrajnostnim momentom J; je nasajeno na
navpi¢no os, okrog katere se lahko prosto vrti; kolo v
zadetku miruje. Na isti osi je nasajeno drugo kolo z
vztrajnostnim momentom J, (slika 3.72a). Drugo kolo
zavrtimo s kotno hitrostjo wg in nato spustimo, da pade
na prvo, mirujo¢e kolo. Zgornje kolo se Se vrti, vendar
podrsuje po mirujoéem kolesu. Med njima zaéne ugin-
kovati drsno trenje. Zgornje kolo ¢uti navor torne sile, s
katerim spodnje kolo zavira njegovo vrtenje. Obenem
spodnje kolo &uti enako velik (a nasprotno usmerjen)
navor, s katerim ga zgornje kolo zaéenja vrteti. Cez éas
kolesi prenehata podrsavati in se vrtita s skupno kotno
hitrostjo (slika 3.72b). Velja:

Jiog =y + b ali o= ol + )

Kaj pa, ¢e se spodnje kolo v zacetku vrti v naprotni
smeri kot zgornje kolo? Kako morata biti povezani
zacdetni kotni hitrosti obeh koles, da se kolesi po kon-
¢anem podrsavanju ustavita?

- Vrtavka

Vrtavka je rotacijsko simetriéno kolo z zelo velikim
vztrajnostnim momentom (J) glede na geometrijsko os.
Zavrtimo jo s precej$njo kotno hitrostjo (w) okrog sta-
bilne geometrijske osi in jo_postavimo na konico, tako
da je njeno tezi§&e nad dotikali¢em (slika 3.73). Njena
os v splo$nem oklepa kot 9 z navpi¢nico skozi dotika-
lisce. '

Vrtenje vrtavke je v sploSnem precej zapleteno. Poleg
tega da se vrti okrog lastne geometrijske osi (z vrtilno
koli¢ino I' = Jw), njena os tudi precesira, to je pri
stalnem kotu 6 se suce okrog navpi¢nice po plas€u
stozca. Mozno je tudi (odvisno od tega, kako sprozimo

njeno gibanje), da se med -precesiranjem izmenino

spreminja kot 6, tako da vrtavkina os niha gor (8 se
zmanjsuje) in dol (6 se povecuje). Tej vrsti vrtavkinega
gibanja pravimo nutacija.

Splosnega gibanja vrtavke ne bomo mogli obravnavati.
Predpostavili bomo, da se vrtavka vrti tako hitro, da je
vrtilna koligina Jw zaradi njenega vrtenja okrog geome-
trijske osi velika v primerjavi z vrtilno koli¢ino zaradi
precesije ali morebitne nutacije. Vektor celotne vrtilne
koli¢ine I prakticno sovpada z vrtavkino osjo, kar
pomeni, da se smer vrtavkine osi spreminja s ¢asom
podobno kot smer celotne vrtilne koli¢ine I'. Ta pred-
postavka seveda odpove, ¢a se vrtavka vrti prepocgasi;
tedaj je pomembna tudi nutacija.

Recimo, da potegnemo vrh pokon&no usmerjene
vrteCe se vrtavke s silo F k sebi. Pri¢akovali bi, da se
vrtavkina os nagne k nam. Toda hitro vrteda se vrtavka
reagira drugace. Vie¢na sila F deluje na vrtavko z
navorom M, ki je usmerjen v desno (slika 3.74). Zaradi
tega navora se vrtilna koli¢ina vrtavke I' v &asu dt
spremeni za dI' = Mdt (gl. 3.53). Os vrtavke se nagne v
desno, nova vrtilna koli¢ina je I" = I' + Mdt. Ce je vrtilni
moment M stalen, se os vrtavke nagiba toliko &éasa,
dokler ne kaze v smer M, nato se v tej smeri umiri
(Cemur pomaga tudi trenje).

Premisli, kako reagira sprednje kolo z volanom pri
biciklu, e se nagnemo v levo.

Precesijo vrtavkine osi povzroéa navor vrtavkine teze.
Vrtavko, ki se vrti z veliko vrtilno koli¢ino I' = Jo,
previdno postavimo na mizo, tako da njena os oklepa
két 6 z navpi¢nico. Ko jo previdno spustimo (da ne
vzbudimo nutacije), zaéne njena os precesirati okrog
navpiénice. Na vrtavko namre¢ deluje navor njene teze
(glede na trenutno os skozi dotikali§¢e): mgLsin#, kjer
je m masa vrtavke, L pa oddaljenost njenega tezid¢a od
podporne to¢ke. Ker navor M deluje stalno, se vrtilna
koligina vrtavke spremeni v Casu dt za dI' = Mdt in
njena os se zasuce (po plas€u stoZzca s kotom 26 ob
vrhu — podporni to¢ki) za kot dg = dIV(I'sin6) = (mgL/
DNdt (gl. sliko 3.73). Sledi, da vrtavka precesira s kotno
hitrostjo

Q = de/dt = mgLiJw

Znacilno je, da je kotna hitrost precesije neodvisna od
naklonskega kota 8 vrtavkine osi.

Zemlja ima zaradi dnevnega vrtenja vrtilno koliéino.
Nanjo u€inkuje gravitacijska priviaéna sila Sonca (in
deloma Lune). Ako bi bila popolna krogla, bi bil navor
gravitacijske sile ni¢ in smer Zemljine vrtilne koli¢ine
(to je smer polarne osi) bi bila stalna. Toda Zemlja je
ovalna in njena os je nagnjena za 23,5° glede na pravo-
kotnico na ravnino ekliptike. Sonce uéinkuje na ode-
bljeni del Zemlje z gravitacijsko privlacno silo, ki je
veéja za bliznji del (F, na sliki 3.75) kot za oddaljeni del
(F1). Navor teh sil je razli¢en od ni¢ in stalno uéinkuje

"na vrtavko — Zemljo, zaradi &esar njena polarna os

pocasi precesira. Obhodni ¢as Zemljine precesije (=
2n/Q) je okrog 26 000 let. »Trenutno« kaze Zemljina os

' v smer zvezde Severnice.
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4.
ENERGIJA

Newtonov zakon dinamike F = ma omogo¢a izra¢un
pospeska, ¢e so znane sile, uginkujote na telo. Izracu-
nani pospesek integriramo in dobimo hitrost (v) telesa
kot funkcijo asa. Ratun se zaplete, Ce se sile spremi-
njajo s ¢asom oziroma s krajem.

Kadar je znano, kako so sile odvisne od €asa, olajsamo
zgoraj omenjeni problem tako, da uporabimo gibalno
koli¢ino (G = mv) in sunek sile (gl. 2.2-2.5). Zadniji je
dan s produktom sile in ¢asovnim intervalom njenega
udinkovanja ter je enak spremembi gibalne koli¢ine
telesa. Konéna gibalna koli¢ina (mv;) je enaka vsoti
zadetne gibalne koligine (mv,) in sunka sile, ki ga’je

telo med potjo prejelo. Tako lahko s pomocjo sunka

sile ugotovimo koné&no hitrost v,, ne da bi morali racu-
nati, kolik§na je v vmesnih trenutkih. o

Nekaj podobnega napravimo, ¢e vemo, kako se sila

spreminja s krajem. Tedaj silo integriramo po poti. ’

Dobljeni produkt se imenuje delo sile (A) in je enak
spremembi kinetiéne energije telesa (W, = mv3/2).
Koné&na kinetiéna energija telesa (Wi, = mv3/2) je vsota
njegove zagetne kineticne energije (Wix = mvi/2) in
dela A, ki ga telo prejme spotoma (ki ga sile opravijo
spotoma). Torej lahko tudi v tem primeru dologimo
kon&no hitrost telesa, ne da bi jo bilo treba poznati v
vseh vmesnih trenutkih.

Zgornjo ugotovitev dokazemo tako, da Newtonov

zakon dinamike F = ma pomnozimo na levi in desni

strani skalarno z vektorjem premika telesa ds:
F-ds=ma-ds

Ker je a = dv/dt in v = ds/dt, lahko zapiSemo:

ma - ds = m(dv/df) - ds = mdv - (ds/dt) = mv - dv =
= md(vV3)/2 = d(mv¥2) :

tako da dobimo:

F-ds = d(mv?2) (@.1)

"Skalarni produkt éile F in premika ds njenega prijema-

liséa je po definiciji delo sile na poti ds (oznaCimo ga z
dA), koligéina mv?/2 pa je kinetiéna energija telesa z
maso m pri hitrosti v:

W = mv?/2 (4.2

Vidimo, da je delo sile enako sprerhembi kineti¢ne
energije telesa:

dA = dW
Z delom in kinetiéno energijo smo se sicer Ze seznanili

v sredniji $oli, toda ti koligini sta dovolj pomembni, da
zasluzita ponovitev. .

Delo sile in moé

Delo sile je po definiciji skalarni produkt sile in pre-
mika njenega prijemali$¢a. Na kratki poti ds opravi
sila F delo:

dA =F-ds = Fdscose = F'ds (slika4.1) (4.3a)




DELO IN MOC

kjer je F projekcija sile F na smer premika, ¢ pa kot
med smerjo sile in smerjo premika. Delo je torej enako
produktu premika in projekcije sile na smer premika.
Pravimo, da delo opravlja projekcija sile na smer pre-
mika.

Sila, ki je pravokotna na smer premika, med tem premi-
kom ne opravlja dela: dA = 0 za ¢ = 90°. Ce sila kaze v
smer premika (¢ < 90°), je njeno delo pozitivno.
Nasprotno: delo sile je negativno, ¢e sila nasprotuje
premiku (. > 90°), ¢e ima njena projekcija F’
nasprotno smer kot premik.

Celotno delo A na dalj$i poti s je algebraiéna vsota
(oziroma integral) diferencialnih del dA, opravljenlh na
posameznih kratklh odsekih ds:

A=jdA=fF-ds (4.3b)
Ce je celoten premik s premoérten in sila F med potjo

stalna, lahko izpostavimo F iz integrala in dobimo za
delo preprost izraz:

A=F-s= FscoquJ ' (4.3¢c)

Sila opravi na dani poti najve¢ dela, ¢e je usmerjena v
smer premika (¢ = 0°, tedaj dela celotna sila):

A=Fs zagp=20°

Merske enote za delo: J (joule, izg. dZzul) = Nm =
= kgm?s? (toliko dela opraw sila 1 N na poti 1 m, ce
kaze v smer premika); vedji enoti sta kd = 10% (kilod-
zul) ter MJ = 10%J (megadzul). Stari enoti: kpm 9,81 J
(kilopondmeter) ter erg = dina - cm = 107 J.

Recimo, da na telo uginkuje ve¢ sil hkrati, npr. Fy, Fy,

.. Med danim premikom telesa opravijo sile, ki uinku-
jejo v smeri premika, pozitivno delo, zaviralne sile (ki
premiku nasprotujejo) pa negativno delo. Celotno delo
vseh sil je algebrai¢na vsota del posameznih sil:

A=A1+A2+

Ce so premiki prijemali¢ posameznih sil enaki, npr. s
(kot pri translatornem premiku telesa), velja A =F,-
s, A =F;- . ter

A=(F1+F2+...)'S=F‘s

kjer je F rezultanta delujoc¢ih sil. Pri translatornem
premiku telesa je celotno delo vseh delujocih sil kar
enako delu rezultante sil. To seveda ne velja za pre-
mike, kjer se prijemalis¢a sil razllcno premikajo, kot
npr. pri vrtenju telesa.

Primeri: -

1. Med navpi¢nim spustom telesa m za viSinsko razliko
h (slika 4.2a) opravi teza telesa pozitivho delo A =
= mgh. Enako veliko dela opravi teZa telesa pri posev-
nem spustu navzdol po klancu z naklonskim kotom @
(slika 4.2b). Res je pot daljSa (s = h/sing), zato pa dela
ne opravlja celotna teza mg ampak le njena dinami¢na
komponenta F; = mgsing, takodaje A = Fds = mgsing
h/sm(p mgh. .

Slika 4.1

- ———— mg sing
\

Slika 4.2

mg

Slika 4.3
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Med gibanjem navzdol je delo teze pozitivno in enako
mgh, kjer je h visinska razlika spusta (neodvisno od
strmine spus€anja). Med dviganjem pa teza telesa
opravlja negativno delo (= — mgh), medtem ko je pri
premikanju v vodoravni smeri. delo teze nic.

2, Vleéna sila F vie€e vrv, ki vodi prek pritrjenega in
gibljivega skripca, in s tem dviguje breme m (slika 4.3).
Koliko dela opravita vlecna sila Fin teza bremena (mg),
ko se breme dvigne za vis§ino h?.

Teza bremena med dvigom za h opravi negativno delo
A, = = mgh. PrijemaliSCe vlecne sile F se premakne za
2h (gibljivi Skripec se kotali navzgor po levi viseéi vrvi,
zato se vrv na desni strani tega Skripca dviguje dvakrat
hitreje kot sredisce Skripca, gl. kotaljenje, str. 74), torej
ta sila opravi delo A, = F - 2h. Obe sili skupaj opravita
delo:

A=A + A, = (2F - mg)h

Ce se breme dviguje enakomerno, je 2F = mg in zato
A = 0 (kolikor pozitivhega dela opravi vleéna sila F,
toliko negativnega opravi teza bremena in je zato
celotno delo nic).

3. Delo prozne sile. Ko raztegujemo prozno vzmet,
premagujemo silo proznosti, s katero vzmet nasprotuje
raztezku; ta narad¢a premo sorazmerno z raztezkom x
vzmeti. Vle¢na sila se povecuje z raztezkom vzmeti po
enacbi: F = kx (k je konstanta proznosti vzmeti, gl. str.
43).-Ko se raztezek vzmeti poveca od x na x + dx (to je
za dx), opravi vleéna sila F = kx delo dA = Fdx = kxdx.
Celotno delo, potrebno, da se vzmet raztegne od 0 do
konénega x, je enako:

A= [dA = flodx= ko2 (4.4)

Prozno vzmet raztegnemo za x; = 2 cm, za kar je
potrebna sila F; = 5 N. Koliko dela mora opraviti vieGna
sila, da poveca raztezek te vzmeti z x; na x; = 6 cm?

A= kadx = (K2)(x3— x3) = (F/2x;)(x3— x3) = 0,4 J

Delo sile pri vrtenju -

Med vrtenjem telesa okrog stalne osi krozijo prijema-
lis¢a delujocih sil v ravninah, ki so pravokotne na
vrtilno os. Zatorej sile, ki so vzporedne z vrtilno osjo,
med vrtenjem ne opravljajo dela (gl. str. 64). Delo
opravljajo projekcije sil na ravnino, ki je pravokotna na
vrtiino os. Recimo, da sila F lezi v tej ravnini; njeno
prijemali§¢e je npr. oddaljeno od vrtiine osi za r (slika
4.4),

Med majhnim zasukom telesa za két do se prijemali$ée
sile F premakne za lo&ni element ds = rde, zato sila F
opravi delo:

dA = F'ds = Fsing - rdg

kjer je 8 kot, ki ga smer sile oklepa z radijem r. Produkt
rsin@ je rocica sile (r’, gl. str. 64) in dobimo:

dA = Frde = Mdg

pri emer je M navor sile F,

Pri vrtenju je delo enako produktu navora in kota
zasuka. Pravimo, da pri vrtenju opravija delo navor
sile.

Zgoraj smo vzeli, da sila F lezi v ravnini, pravokotno na
vrtilno os. Navor sile M = r X F (gl. 3.22) ima torej smer
vrtilne osi, enako kakor két zasuka de (gl. str. 23). Ce
sila F ne lezi v tej ravnini, moramo upostevati projek-
cijo navora M na smer vrtilne osi, to je vzeti skalarni
produkt navora in kota zasuka:

dA =M - do¢

Celotno delo, ki ga opravi navor M pri ve¢jem zasuku,
je dano z integralom:

@8)

»
Kadar uéinkuje na vrteCe se telo hkrati ve¢ navorov, v
sploSnem izraGunamo delo vsakega navora posebe;j.
Le pri togem telesu, ¢e je zasuk prijemali§¢a vsake sile
enak, dobimo celotno delo neposredno iz gornje
enacbe (4.5), pri cemer je M rezultanta vseh delujoéih
navorov.

Primera:

1. Vrv je navita na obodu gredi, ki se lahko vrti okrog

" vodoravne osi (slika 4.5). Na vise¢i konec vrvi obesimo

utez m. Koliko dela opravi teza utezi med spustom za
h? Koliko od tega dela prejme sama utez in koliko
vrteéa se gred? : '

' Med spustom za h opravi teza uteZi delo mgh. Ce bi

uteZ prosto padala, bi to delo v celoti poveéevalo njeno
kineti¢no energijo in bi zato prosto padala. Ker pa je
privezana na-vrv, njeno padanje zadrzuje sila Fv vrvi, ki
opravlja negativno delo. Utez zato prejme le delo A, =
= (mg - F)h.

Sila Fvrti gred z navorom M = AF. Ko se utez spusti za
h, se gred zasude za két ¢ = h/Rin sila F opravi delo A,
= Mg = RF - h/R = Fh, ki ga prejme gred. Velja: A; + A,
= mgh. Sila.F v vrvi torej omogo¢a, da se nekaj opra-
vljenega dela prenese z utezi na gred. Delo A povecéuje
kinetiéno energijo padajoce utezi, delo A, pa kineti¢no
energijo vrtece se gredi.

2. Vijak omogoca spreminjanje dela navora med vrte-
njem v delo sile pri linearnem premiku. Ko vijak zavr-
timo z navorom M za polni két 2x (in opravimo delo
A = Mg = 2aM), se vijak pomakne za h (viS§ina navoja)
in potisne naprej s silo F, tako da je: A = 2zM = Fh ali
F = 2aM/h.

Mo¢

Poleg dela (A) je pomemben tudi ¢asovni interval, v
katerem je delo opravljeno, to je pomembna je moé (P),
ki predstavlja delo, opravljeno v éasovni enoti. Ce se
delo dA opravi v kratkem ¢asovnem intervalu dt, je mo¢
enaka:

(46)

T
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Merska enota moéi je 1 W (watt) = J/s. Stroj dela z
moé&jo 1 W, &e vsako sekundo opravi 1 J dela. Stare
enote moé&i: 1 kpm/s = 9,81 W, KM (konjska mo¢, HP) =
75 kpm/s = 736 W = 0,736 kW. Ce delamo s stalno
mocjo P, opravimo v ¢asu od 0 do {, delo:

A=Pt (P = konst.) (4.7)

Enoto dela —J = Nm = kgm?s? — pogosto izrazimo z
enoto modi in piSemo:

J = Ws (wattsekunda)
Vedji enoti dela te vrste sta:

Wh (wattura) = W-h = W -3 600s = 3,6 kJ
kWh (kilowattura) = kW - h = 3,6 MJ

Delo 1 kWh opravi stroj, ki dela eno uro s stalno moé&jo
1 kW.

Ce se moé& P spreminja s ¢asom, radunamo opravljeno .

delo takole: v kratkem ¢asovnem intervalu dt opra-
vljeno delo znasa: dA = P(f)dt, v daljSem &asu (npr. od
0 do ty) pa:

- ty
A= [dA= Oj P(t)dt (4.7a)

Na grafu (slika 4.7), ki prikazuje odvisnost moci od
¢asa, P(t), je opravljeno delo predstavijeno s plos€ino
pod krivuljo mogi. Pri ¢asovno spremenljivi moci nas
zanima povreéna mo¢ P, to je mo¢, s katero moramo

, stalno delati, da opravimo enako veliko dela (A) kot pri

spremeljivi mod¢i, to je:

A = Eto
Na ¢asovnem grafu moci (slika 4.7) postavimo pov-
pre¢no mo¢ P tako visoko, da je plo3&ina pravokotnika
Pt, enaka ploscini A pod krivuljo moéi, to je:

_ ty '

P-to= [P(Hdt ali

— O g .

P = (1/ty) | P(dt (4.8)

0

Pri stalni mo¢i: P(t) = P je seveda P=P.

-Primer:

Mo¢ stroja se poveéuje s Casom linearno od ni¢ nav-
zgor do vrednosti P; = 3 kW, ki jo doseZe po €asu t; =

= 6s, nato je stalna do trenutka t, = 46 s, nakar se
linearno zmanjsuje in doseZe ni¢ po ¢asu t; = 60 s od"

zadetka. Koliksna je povpreéna mo¢ tega stroja?

— ty
Pty = [P(dt = Pity/2 + Pi(ty — ) + Pi(ts — 1)/2
P = Py(t, + t; — t,)/2t; = 0,83P; = 2,5 kW

Stroj med tem éasom opravi delo A = I;ta = 25kW -
60s = 150 kWs = 150 kJ = 0,15 MJ.

Slika 4.4

mg

Slika 4.5

Mo¢ pri premem gibanju: P = dA/dt = F - ds/dt=F - v,
ker je v = ds/dt. - .

[P=Fv] )

Slika 4.6
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4. ENERGIJA

Mot sile pri premem gibanju je skalarni produkt sile
in hitrosti. To velja ne glede na vrsto gibanja (pospe-
$eno ali pojemajoce) in ne glede na smer sile.

Primera:

1. Na telo m uginkuje sila F. Kako se hitrost telesa
spreminja s ¢asom, ¢e je mo¢é sile stalna in €e je telo v
zacetku mirovalo?

Ker imata sila in hitrost enako smer, lahko vektorske
znake opustimo:

P=F-v=v-ma=v-mdvidt ali
vdv = (P/m)dt

Po integraciji (upo$tevaje zadetni pogoj: v=0zat=0)
dobimo:

v = (2P/m)t ali
v = (2Pt/m)"?2

Pri stalni modi se hitrost povecCuje s korenom ¢&asa.

Do enakegé rezultata pridemo hitreje, ¢e se spo-mnimo.
da delo A = Pt poveéa kineti¢no energijo telesa (od 0
do mv?/2), tako da je: Pt = mv?/2.

Kako se mora sila F spreminjati s ¢asom, da je njena
moé med gibanjem stalna? F = Plv = (mP/21)'2,

Kako se spreminja s ¢asom mo¢ pri gibanju, ¢e je sila F
stalna?

2. Kolikéna moc je potrebna, da vleéemo hlod z maso
m = 200 kg po vodoravnih, zamrznjenih tleh s stalno

hitrostjo v = 2 m/s? Drsni torni koeficient med hlodom
in tiemi je , = 0,1.

Ker je hitrost stalna, mora biti viecna sila F enaka torni
sili F; = kN = kymg (gl. str. 38). Sledi:

P = Fv = kymgv = 400 kgm?/s® = 400 J/s = 400 W

Moé¢ pri vrtenju. Pri vrtenju opravlja delo navor M. Ko
se telo zasuce za két deg, opravi navor M (ki ima smer
osi zasuka) delo dA = Md¢. Mo¢ navora zato zna$a:

P = dA/dt = M - dg/dt = Mo

(4.10)

Mo¢ pri vrienju je produkt navora in kotne hitrosti
vrienja ’ ‘

Mo¢ vrtete se gredi enostavno izmerimo s t.i. Prony-
jevo zavoro (slika 4.8). Gred objamemo z jarmom
(zavoro), ki se podalj$uje v rocico, na kateri se pomika
znana utez. Vrteca se gred skusa prek torne sile zavr-
teti jarem z navorom M navzgor; ta navor uravnove-
simo s protinavorom uteZi, tako da rodica ostane vodo-

ravna (kljub vrtenju gredi). S tem dolo¢imo navor M

gredi, njeno kotno hitrost « pa izmerimo npr. s strobo-
skopsko metodo (glej srednjeSoisko fiziko). Iskana
- mo¢ gredi je: P = Maw. »

Primer:

Mo¢ vrtenja prenasamo z ene gredi na drugo s presta-
vami, npr. z jermenom (slika 4.9). Gonilna gred se vrti z
moc¢jo Py in s kotno hitrostjo wq; na njej je pritriena
jermenica s polmerom R;. Prek nje vodi jermen do
jermenice (polmer Ry) na drugi (vzporedni) gredi. Jer-
men vrti gnano gred z navorom M, in s kotno hitrostjo
w,, tako da ta prejema mo¢ P, = M,w,. DokaZi, da je
mo¢ gonilne gredi enaka moéi gnane gredi (P, = P).

Jermen se giblje s hitrostjo v, ki je obenem obodna

" hitrost obeh gredi, zato velja: v = Rjw; = R.w; ali

(02/601 = R1/R2

Gred z veéjo jermenico se vrti podasneje od gredi z
manj$o. V napetem delu jermena ucinkuje sila F, ki jo
povzroéa gonilna jermenica (silo v ohlapnem delu
zanemarimo, gl. str. 40). Ta napenja jermen z navorom
M; = Pi/wy = FRy4, tako da je F = Py/Ry = Py/w. Jermen
pa poganja gnano jermenico z navorom M, = FR,, zato
gnana gred prejema mo¢ P, = Mpw, = F - Rpwp = Fv =
= P;. Vidimo, da se mo¢ gonilne gredi (M w,) prenasa
prek jermena (= Fv) na gnano gred (= Myw,). Pri dani
gonilni moci P; se gnana gred vrti s tem vecjim navo-
rom, &im ved;ji je polmer njene jermenice (in ¢im pocas-
neje se vrti). Pri voznji z avtomobilom v klanec moramo
zato prestaviti v niZzjo prestavo (to je vkljugiti vegje
zobato kolo na gnani osi), da ima gnana os s kolesi
vedji navor, Ki je potreben za premagovanje dinamiéne
komponente tezZe.

- Kineticna energija

Toékasto telo z maso m, ki se giblje s hitrostjo v, ima
kinetiéno energijo W, = mv?2 (gl. 4.2). Ta izraz lahko
uporabimo tudi za veéje telo, ¢e se telo giblje transla-
torno, torej ¢e ima vsak del telesa enako hitrost:

kineti€na energija
translatorno gibajo¢ega (4.11)

W, = mv?/2
‘ se telesa

Hitrost v-translatorno gibajotega se telesa v splodnem

predstavimo z vektorsko vsoto hitrosti telesa vzdolz
posameznih koordinatnih ‘osi: v = ve, + v, + v,e,
(gl. 1.3). Kvadrat hitrosti je vsota kvadratov projekcij
hitrosti na koordinatne osi (gl. 1.5): v2 = v% + v& + v2,
zato je kinetiéna energija translatorno gibajoega se
telesa v sploSnem vsota kinetiénih energij zaradi
gibanja telesa vzdolz posameznih koordinatnih osi:

Wi = mv#2 = mv2/2 + mvZ/2 + mvZ/2 - -(4.11a)

Kineti¢no energijo togega telesa, ki se vrti s kotno
hitrostjo w okrog stalne osi, pa izpeljemo takole: Telov
mislih razdelimo na diferencialne masne elemente dm.
Ti kroZijo okrog izbrane vrtilne osi-z enako kotno
hitrostjo w (gl. sliko 3.27). Element dm z oddaljenosti r
od osi krozi z obodno hitrostjo v = rw in ima zato
kineti¢no energijo dW, = dm - v¥2 = dm - r’w?/2. Kine-
tiéna energija W, celotnega rotirajoéega telesa je vsota
(integral) kineti¢nih energij posameznih diferencialnih
masnih elementov:
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Wi = [dW, = [dm - rfe¥2 = (o?2) [r’dm

— 2 kineticna energija
Wi = Jo72 rotirajoéega telesa (4.12)

kjer je J vztrajnostni-moment telesa glede na izbrano
vrtilno os (gl. 3.26). Zgornji izraz velja ne glede na lego
vrtilne osi; lahko je os tudi izven telesa (odvisnost od
lege vrtilne osi je zajeta v vztrajnostnem momentu J
telesa).

Kakor lahko kinetiéno energijo translacijsko gibajo-
€ega se telesa izrazimo kot vsoto kinetiénih energij
zaradi gibanja vzdolZ posameznih koordinatnih osi
(4.11a), tako lahko tudi kinetiéno energijo togega
telesa, ki se vrti s kotno hitrostjo w okrog poljubne osi
predstavimo Kot vsoto kineti¢nih energij zaradi vrtenja
telesa okrog posameznih glavnih osi:

Wi = ho¥/2 + Hod2 + Jywd2 (4.12a)

Kjer so Jy, J» in J3 glavni vztrajnostni momenti togega
telesa, w, w, in w4 pa kotne hitrosti vrtenja telesa okrog
ustreznih glavnih osi (glej podobng izvajanje vrtilne
koli¢ine togega telesa, str. 80): o = wie, + w.e, +
+ wge;.

Dokaz: W, = (1/2)fv2dm, v=uawXr(gl153c), v2 =
=v- v—(er) V= -(rXv)=(>?+29e? + (2% +

o+ XAk + (X + yz)a)a — &leni z meSanimi produkti xy,

yz, zx (gl. 3.56a). Ce koordinatne osi X,y in z sovpadajo
z glavnimi vztrajnostnimi osmi telesa, izpadejo iz inte-
grala vsi dodatni ¢leni z me$animi produkti xy, yzin zx
(izpadejo centrifugalni vztrajnostni momenti, gl. 3.35)
in ostanejo le prvi trije éleni, v katerih nastopajo glavni
vztrajnostm momenti J1, Jo in J3 (gl. 3.34), to je: W, =

= Lo¥2 + JHowd2 + Jy03/2, kar smo morali dokazati.

Poglejmo $e, kako napiSemo kinetiéno energijo kota-
le€ega se telesa TeZiScCe telesa se giblje s hitrostjo v,,
obenem se telo Se vrti okrog osi skozi tezi§ée s kotno
hitrostjo w, ki je pravokotna na ravnino lista (gl. sliko
3.54). Hitrost v masnega elementa dm, ki je oddaljen od
vriilne osi (teziS¢a) za r, je vektorska vsota hitrosti v,
zaradi gibanja tezi§€a in obodne hitrosti v’ zaradi vrte-
nja telesa okrog osi skozi tezi§ée (v' = rw):v=v, + v'.
V izrazu za Kineti¢no energijo nastopa kvadrat hitrosti:

=W, + V)2 =vi+tvZi4 o v =vc+r2w +
2vcwrcosé kjer je & kot med smerjo v; in v’ (gl. sliko
4.10). Dobimo:

= (1/2)I(V§ + r’w?® + 2v;wx)dm

kjer je x = rcosé koordinata masnega elementa dm,
merjena iz te2i§¢a telesa. Integral tretjega &lena je v
zvezi s koordinato x, teziS¢a telesa, ki je nig, ker je

Mixvy

koordinatno izhodis¢e v teziséu (glej podoben sklep
pri izpeljavi Steinerjevega stavka, str. 68). Sledi:

— 2, kineticna energija
Wi = mé/2 + Joo /2| kotaledega se telesa (4.13)

Kineti€na energija kotale¢ega se telesa je vsota kine-

titne energije zaradi gibanja teziéa in kinetiéne
energije zaradi vrtenja telesa okrog osi skozi tezisce.

Ker lahko Kkotaljenje predstavimo kot &isto rotacijo
okrog trenutne osi skozi dotikali$&e (gl. str. 74), lahko

~ tudi kineti¢no energijo kotaleega se telesa pisemo kot

Slika 4.7
a
Slika 4.8

Slika 4.9

Slika 4.10
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Mo¢ sile pri premem gibanju je skalarni produkt sile
in hitrosti. To velja ne glede na vrsto gibanja (pospe-
deno ali pojemajoce) in ne glede na smer sile.

Primera:

1. Na telo m ucinkuje sila F. Kako se hitrost télesa
spreminja s ¢asom, ¢e je mo¢ sile stalna in Ce je telo v
zagetku mirovalo?

Ker imata sila in hitrost enako smer, lahko vektorske
znake opustimo:

P=F-v=v-ma=v-mdvidt ali
vdv = (P/m)dt .

Po integraciji (upostevaje zadetni pogoj: v=0zat=0)
dobimo:

vZ = (2P/m)t ali
v = (2Pt/m)"?

Pri staini moci se hitrost povecuje s korenom ¢asa.

Do enakegé rezultata pridemo hitreje, Ce se spomnimo,
da delo A = Pt poveca kinetiéno energijo telesa (od 0
do mv%2), tako da je: Pt = mv?%2.

Kako se mora sila F spreminjati s ¢asom, da je njena
moé med gibanjem stalna? F = Plv = (mP/2t)"2.

Kako se spreminja s Gasom mo¢ pri gibanju, ée je sila F
stalna?

2. Kolikdna mo¢ je potrebna, da vle€emo hlod z maso
m = 200 kg po vodoravnih, zamrznjenih tleh s stalno
hitrostjo v = 2 m/s? Drsni torni koeficient med hlodom
in tlemi je k; = 0,1.

Ker je hitrost stalna, mora biti vleéna sila F enaka torni
sili F; = kN = kumg (gl. str. 38). Sledi:

P = Fv = kymgv = 400 kgm?/s® = 400 J/s = 400 W

Mo¢ pri vritenju. Pri vrtenju opravlja delo navor M. Ko
se telo zasucde za két deg, opravi navor M (ki ima smer
osi zasuka) delo dA = Mdg. Moé¢ navora zato znasa:

P = dA/dt = M - dg/dt = Me

(4.10)

Moc pri vrtenju je produkt navora in kotne hitrosti
vrtenja ’ :

Mo¢ vrtede se gredi enostavno izmerimo s t.i. Prony-
jevo zavoro (slika 4.8). Gred objamemo z jarmom
(zavoro), ki se podaljSuje v roéico, na kateri se pomika
znana utez. Vrte€a se gred sku$a prek torne sile zavr-
teti jarem z navorom M navzgor; ta navor uravnove-
simo s protinavorom utezi, tako da ro€ica ostane vodo-
ravna (kljub vrtenju gredi). S tem dologimo navor M

gredi, njeno kotno hitrost w pa izmerimo npr. s strobo-

skopsko metodo (glej srednjesolsko fiziko). Iskana
- mo¢ gredi je: P = Mo. :

Primer:

Mo¢ vrtenja prenasamo z ene gredi na drugo s presta-
vami, npr. z jermenom (slika 4.9). Gonilna gred se vrti z
modéjo Py in s kotno hitrostjo w4; na njej je pritrijena
jermenica s polmerom R;. Prek nje vodi jermen do
jermenice (polmer R,) na drugi (vzporedni) gredi. Jer-
men vrti gnano gred z navorom M, in s kotno hitrostjo
w,, tako da ta prejema moé P, = M,w,. Dokazi, da je
mo¢ gonilne gredi enaka modi gnane gredi (P, = Py).

_Jermen se giblje s hitrdstjo v, ki je obenem obodna

hitrost obeh gredi, zato velja: v = Rywy = Ry, ali
wg/CU1 = R1/R2

Gred z vedjo jermenico se vrti podasneje.od gredi z
manj$o. V napetem delu jermena uéinkuje sila F, ki jo
povzro¢a gonilna jermenica (silo v ohlapnem delu
zanemarimo, gl. str. 40). Ta napenja jermen z navorom
M, = Py/wy = FRy, tako da je F = Py/Ry = Py/w. Jermen
pa poganja gnano jermenico z navorom M, = FR,, zato
gnana gred prejema mo¢ P, = Mows = F - Ry, = Fv =
= P,. Vidimo, da se mo¢ gonilne gredi (M;w,) prenasa
prek jermena (= Fv) na gnano gred (= M,w,). Pri dani
gonilni moé&i P; se ghana gred vrti s tem veéjim navo-
rom, &im veéji je polmer njene jermenice (in éim podas-
neje se vrti). Pri voznji z avtomobilom v klanec moramo
zato prestaviti v nizjo prestavo (to je vkljuciti veéje
zobato kolo na gnani osi), da ima gnana os s kolesi
vedji navor, ki je potreben za premagovanje dinami¢ne
komponente teze.

" Kinetiéna energija

Toc¢kasto telo z maso m, ki se giblje s hitrostjo v, ima
kinetiéno energijo W, = mv?2 (gl. 4.2). Ta izraz lahko
uporabimo tudi za vedje telo, ée se telo giblje transla-

torno, torej e ima vsak del telesa enako hitrost:

kineti¢na energija
translatorno gibajo¢ega
se telesa

W = mv¥2 (4.11)

Hitrost v translatorno gibajoéega se telesa v sploshem
predstavimo z vektorsko vsoto hitrosti telesa vzdolz
posameznih koordinatnih osi: v = v.e, + ve, + v.e,
(gl. 1.3). Kvadrat hitrosti je vsota kvadratov projekgcij
hitrosti na koordinatne osi (gl. 1.5): v2 = v% + v2 + v2,
zato je kineti€na energija translatorno gibajocega se
telesa v splosnem vsota kineticnih energij zaradi
gibanja telesa vzdolZ posameznih koordinatnih osi:

Wi = m#/2 = mvZ2 + mvJ2 + mvZ2 - (4.11a)

Kineticno energijo togega telesa, ki se vrti s kotno
hitrostjo w okrog stalne osi, pa izpeljemo takole: Telov
mislih razdelimo na diferencialne masne elemente dm.
Ti kroZijo okrog izbrane vrtilne osi-z enako kotno
hitrostjo w (gl. sliko 3.27). Eiement dm z oddaljenosti r
od osi krozi z obodno hitrostjo v = rw in ima zato
kineti&no energijo dW = dm - v¥2 = dm - r?w?%2. Kine-
ticna energija W celotnega rotirajoega telesa je vsota
(integral) kineti¢nih energij posameznih diferencialnih
masnih elementov:

|
i
)
i
'
|
!
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Wi = [dW, = [dm - r?w¥2 = (0?2) [ridm

— 2 kineti¢na energija
Wi = Jo'/2 rotirajoéega telesa (4.12)

kjer je J vztrajnostni-moment telesa glede na izbrano
vrtilno os (gl. 3.26). Zgornji izraz velja ne glede na lego
vrtilne osi; lahko je os tudi izven telesa (odvisnost od
lege vrtilne osi je zajeta v vztrajnostnem momentu J
telesa). '

Kakor lahko kineticno energijo translacijsko gibajo-
¢ega se telesa izrazimo kot vsoto kineti¢nih energij
zaradi gibanja vzdolz posameznih koordinatnih osi
(4.11a), tako lahko tudi kinetiéno energijo togega
telesa, ki se vrti s kotno hitrostjo w okrog poljubne osi
predstavimo kot vsoto kinetiénih energij zaradi vrtenja
telesa okrog posameznih glavnih osi:

Wi = S22 + Jood/2 + Jywd2 _‘ (4.12a)

kjer so Jy, Jp in Jy glavni vztrajnostni momenti togega
telesa, wy, w, in w3 pa kotne hitrosti vrtenja telesa okrog
ustreznih glavnih osi (glej podobng izvajanje vrtilne
koli¢ine togega telesa, str. 80): w = wie, + woe, +
+ W3e;. ) g

Dokaz: W, = (1/2)fv2dm, v=uwmXr(gl153c), v =
=vv=(Xn V=0 -(rXv)=(y?+ 29 + (22 +

-+ x)od + (x% + y*)wi — &leni z mesanimi produkti xy,

yz, zx (gl. 3.56a). Ce koordinatne osi x,y in z sovpadajo
z glavnimi vztrajnostnimi osmi telesa, izpadejo iz inte-
grala vsi dodatni &leni z me$animi produkti xy, yz in zx
(izpadejo centrifugalni vztrajnostni momenti, gl. 3.35)
in ostanejo le prvi trije ¢leni, v katerih nastopajo glavni
vztrajnostni momenti Jy, J; in J; (gl. 3.34), to je: W, =

= J103/2 + Jo0d2 + J3w?/2, kar smo morali dokazati.

Poglejmo $e, kako napiSemo kinetiéno energijo kota-
le€ega se telesa TeZiSce telesa se giblje s hitrostjo v,,
obenem se telo 8e vrti okrog osi skozi tezisce s kotno
hitrostjo w, ki je pravokotna na ravnino lista (gl. sliko
3.54). Hitrost v masnega elementa dm, ki je oddaljen od
vrtilne osi (teZis€a) za r, je vektorska vsota hitrosti v,
zaradi gibanja tezis¢a in obodne hitrosti v’ zaradi vrte-
nja telesa okrog osi skozi teziée (v' = rw):v=v, + v’
V izrazu za kineti€no energijo nastopa kvadrat hitrosti:
vi= (Vo + V)2 = v2 + v? 4+ 2v. Vv = V2 + rP? +
2v,wrcosd, kjer je 8 kot med smerjo v, in v’ (gl. sliko
4.10). Dobimo: ’ :

Wi = (1/2) [(v + r’e® + 2v;ox)dm

kjer je x = rcosé koordinata masnega elementa dm,

e

merjena iz tezisCa telesa. Integral tretjega &lena je v
zvezi s koordinato x, tezisca telesa, ki je ni¢, ker je

koordinatno izhodis¢e v tezisCu (glej podoben sklep
pri izpeljavi Steinerjevega stavka, str. 68). Sledi:

kineti¢na energija

_ 2
W = m@2 + J,0%2] kotaleéega se telesa

(4.13)

Kineti€na energija kotaleéega se telesa je vsota kine-
tikne energije zaradi gibanja teziséa in Kinetiéne
energije zaradi vrtenja telesa okrog osi skozi tezi§¢e.
Ker lahko kotaljenje predstavimo kot &isto rotacijo
okrog trenutne osi skozi dotikali§&e (gl. str. 74), lahko
tudi kineti¢no energijo kotale¢ega se telesa pi$emo kot

Slika 4.7
‘j
Slika 4.8

Slika 4.9

Slika 4.10
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kinetiéno energijo kroZenja okrog trenutne osi, to je:
W, = Jo?/2, kjer je J vztrajnostni moment telesa glede
na trenutno os skozi dotikalisée.

Izrek o kinetiéni energiji

Kineti¢na energija togega telesa se spremeni, Ce sile

opravijo delo (gl. 4.1). Sprememba kinetiéne energije
je enaka delu (A) vseh sil, ki uéinkujejo na telo:

414

Tu je AW, sprememba kineti¢ne energije, to je razlika
med koné&no kinetigno energijo (W) in zacetno (Wi).

Kinetiéna energija telesa na koncu poti (W2) je enaka
vsoti kinetiéne energije na zaéetku (W) in dela A ki
ga sile spotoma opravijo na telesu:

Wk2 = Wk1 +A g (4143)

Ce sile opravijo pozitivno delo (A > 0, e pospesevalne
sile opravijo ve¢ dela kot zaviralne), je konéna kine-
ticna energija vecja od zacetne (Wi > Wi4). Tedaj
imamo pospeseno gibanje. Nasprotno velja za A <0;
kinetiéna energija telesa se zmanjsuje, gibanje je poje-
majoce.

V posebnem primeru, daje A=0, se kinetiéna energija
telesa ohranja, konéna kineti¢na energija je enaka
zacetni:

AW, =0 in Wge=W. za A=0 (4.14b)
kar ustreza enakomernemu gibanju.

Mirujoée telo nima kineti¢ne energije. Taksno telo se
lahko premakne le, ¢e uginkuje zunanja sila, ki opravi
delo, potrebno za pove&anje kineti¢ne energije. Vemo,
da se telo tedaj pospesi v smeri zunanje sile.

Drugade je, &e se telo Ze giblje, ¢e ima kineti¢no
energijo, npr. W, = zacetno kineti¢no energijo, ko
zaéno delovati zunanje sile. Tedaj se telo lahko giblje
tudi v nasprotni smeri, kot u¢inkujejo sile, kar pomeni,
da telo lahko »premaguje« sile, Ki nasprotujejo njego-
vemu gibaniju. Pri tem te sile opravljajo negativno delo,
ki zmanjsuje kinetiéno energijo telesa. Telo premaguje
zunanje sile na raéun manjSanja lastne kineti¢ne
energije, kar pomeni, da se upo&asnjuje. Pravimo, da
lahko telo z manjSanjem lastne kineticne energije
oddaja delo (premagujo¢ zunanje zaviralne sile). Cim
veé kinetiéne energije ima, tem veé dela lahko odda.
Torej je kinetiéna energija telesa nekak$na zaloga
dela, shranjenega v telesu.

Kinetiéna energija ima enako mersko enoto kot delo
sile, to jed = Nm = kgm?/s? (preizkusi enote).

Primeri:

1. Kroglico z maso m = 5 g izstrelimo s hitrostjo v; =
= 300 m/s skozi desko z debelino x = 5 cm; na drugi
strani izstopi s hitrostjo v, = 200 m/s. S koliksno pov-
preéno silo F se deska upira prodiranju kroglice
skoznjo? '

A=AWk=Wk2—Wk1 .
- Fx=(mi-mv32 ali
F= (m/2x)(v$— v3) = 2500 N = 2,5 kN

2. Zavorna pot avtomobila (glej 1. primer na strani 40).
Tokrat bomo problem resili s pomogjo izreka o Kine-
tiéni energiji. Delo zavorne torne sile F, = kkmg na
zavorni poti x je enako spremembi kineti¢ne energije:

A= AWk = Wk— WkO

—Fx=0-mvd2 ali
X = mvy2F, = v§2kg (gl.2.19)
3. Z vrha klanca spustimo telo, da za¢ne drseti nav-
zdol; drsni torni koeficient je k; = 0,2, nagib klanca
glede na vodoravno smer je ¢ = 25°. 8 koliksno hitro-
stjo (v) pridrsi telo do dna klanca, ki je dolgs =5m?

Pospesek drsenja po klancu smo racunali na strani 41
(gl. 2.22): a = g (sing — kcosg). Poglejmo $e, kako se
tega problema lotimo z energijskim izrekom. Na drsece
telo uginkujejo teza mg, pravokotna sila podlage (N)in
drsna torna sila F; = kN = kimgcosg. Prva opravi
pozitivno delo mgh (h = visinska razlika spusta =
= s-sing, glej 1. primer na str. 85), delo druge sile je
ni¢ (ker je pravokotna na smer.gibanja), tretja pa opravi
negativno delo — Fs. V celoti prejme telo delo A = mgh
— skymgcosg, ki poveta njegovo kineticno energijo od
0 (na vrhu klanca) na mv?/2 (na dnu):

mv¥2 = A = mgssing — skymgcose  ali
v= \/Egs(sinqo - kcosg) = V2as =49 m/s (4.15)

4. Vztrajnik je rotacijsko simetri¢no telo z velikim
vztrajnostnim momentom, prirejen za velike kotne
hitrosti vrtenja. Priklju¢en ‘je na gonilno gred pogon-
skih motorjev. Ko se gred z vztrajnikom zavrti, prejme
vztrajnik precejsnjo kinetiéno energijo (Jw?/2). Taizrav-
nava neenakomerno dovajanje kineti¢ne energije gredi
(npr. pri batnih motorjih) ter tako omogoc¢a enako-
merno uporabo, predvsem Vv trenutkih, ko zunanje
gonilne sile odnehajo (t.i. mrtvih tockah).

Posebno prirejeni vztrajniki se uporabljajo za skladis-
genje (akumuliranje) kineti€ne energije. Ve¢ ton tezki
vztrajniki (iz jekla ali iz oja¢ene plastike z vgrajenimi
steklenimi vlakni) se vrtijo z veliko frekvenco (npr.

6-8000 obr./min) in lahko shranijo ve¢ sto kWh kine- -

tiéne energije. Problem so seveda dobri in odporni
lezaji, da izgube kineti¢ne energije zaradi trenja niso
prevelike.

Ljudje so si celo izmislili avtobus (t.i. girobus), ki
izkoris&a kinetiéno energijo, shranjeno v vztrajniku. Na
zadetni postaji zavrtimo vztrajnik in nalozimo vanj
zalogo kineticne energije. Med voZnjo se kineti¢na
energija s prestavami prenasa s vztrajnika na pogon-
ska kolesa vozila. ‘

Kako hitro (v,) moramo zavrteti vztrajnik z vztrajno-
stnim momentom J = 80 kgm?, da bo zaloga kineti¢ne
energije zadosg¢ala do x = 4 km oddaljenega kraja, ¢e
se pri¢akuje povpre¢na sila odpora F (zaradi trenja,

-upora zraka in dinami¢ne komponente teZe na klancih)

okrog 15kN?

Fx = Jwd/2 = 22veJ  ali
vo = VFx/272J = 195/s = 11700/min
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5. KroZenje kroglice na vrvici. V poglavju vrtiina koli-
¢ina (str. 80) smo obravnavali kroZenje kroglice na
vrvici, ki vodi skozi luknjico na osi (slika 3.69). Zani-
malo nas je, kako se kotna hitrost (w) krozenja spremi-
nja z radijem r vrvice, ¢e tega zmanjSujemo tako, da
vle€éemo vrvico s silo F. Ugotovili smo, da se vrtilna
koli¢ina krozede kroglice ohranja.

I'=Jo = mr’w = konst. = mriw,

Zaradi tega se kotna hitrost kroZenja povecuje, ée se
polmer r zmanjsuje, kar pomeni, da se poveéuje tudi
kinetiéna energija kroglice:

W, = Jo?2 = I'¥2J = I'¥2mr

Ko se polmer r spremeni za dr, se kinetiCnha energija
kroglice spremeni za:

dW = (I%2m)d(1/r?) = — (IF¥mr¥dr

"Ce se polmer r zmanjsuje (dr negativen), se kineti¢na

energija poveéuje (dW, pozitiven), in obratno. Kine-
ticno energijo kroZzece kroglice povecuje vlec¢na sila F,
ki opravlja potrebno deio. Pri spremembi polmera r za
dr opravi vle¢na sila delo dA = —Fdr (predznak — zato,
ker je dA > 0 pri dr < 0, in obratno).

dA = dW,
- Fdr = —(I'¥mrddr
F=T%mr® = mriod/r* = mro? (= radialna sila)

Vie¢na sila je obratno sorazmerna s tretjo potenco
polmera kroZenja.

Poglejmo e soroden primer, le da vrvica ne vodi skozi
luknjico na osi, ampak se med krozenjem navija na
palico (polmer R), ki je v osi kroZenja (slika 4.11, palica
je pravokotna na ravnino lista). Tokrat lahko delo sile F
v vrvici med krozenjem zanemarimo in vzamemo, da je
kineti€na energija kroZzece kroglice stalna:

Wi = Jw?%2 = konst.
J1a)% = Jga)g

mriw? = mrio}

W = wy(ri/ry)

Tudi tu se kotna hitrost pove€uje z zmanj$evanjem
polmera r, le da ne tako moco kot prej (le obratno
sorazmerno s polmerom). ‘

Kako se spreminja vrtilna koli¢ina kroglice?

T = Jo'= V2JW, = V2mw,

Vrtilna koli¢ina je premo sorazmerna s polmerom r,
torej se zmanjsuje, ¢e se ta zmanjSuje. Zmanjsuje jo
navor M sile Fv vrvici: M = RF. S pomoéjo enacbe M =
= dIdt pokaZi, da je F = mre® (= radialna sila, ki daje
kroglici radialni pqspeéek ro?).

6. Kotaljenje valja po klancu smo obravnavali na
strani 78 (slika 3.64): zanima nas hitrost tezis¢a valja
(v;) na dnu klanca. Tokrat si primer oglejmo z energij-
skega stali§ca.

Med kotaljenjem navzdol brez podrsavanja opravlja
delo le teza valja (mg), sila podlage s komponentama N
in F’ pa ne (ker valj ne podrsuje). Ko se tezis¢e valja
spusti za h = s/sing, opravi teza delo A = mgh, ki

L
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poveda kinetiéno energijo valja z ni¢ (na vrhu klanca)
na mv2/2 + Jw?/2 (nadnu) = 3mv2/4 (ker je J = mR?¥2in
v, = Rw).

mgh = 3mv¥4

v, = V(4/3)gh

Ce bi valj drsel navzdol translatorno po gladki podlagi
(brez trenja), bi pridrsel do dna klanca s hitrostjo

V2gh, zaradi kotaljenja pa je hitrost tezi§ta valja
manj$a. Drugace je, e je treba upostevati trenje med
drsenjem. Obi¢ajno je trenje dovolj mocno, da je
hitrost na dnu klanca po drsenju manjsa kot po kotalje-
nju. Torej je varneje, &e po strmini navzdol drsimo, kot
e se kotalimo. (Kaj pa po ledeni strmini?)

Polje sile — konservativne sile

Telesa uginkujejo drugo na drugega z razli¢nimi silami,
odvisno od vrste, stanja in medsebojne oddaljenosti
teles. Nekatere sile uéinkujejo na daljavo — imajo velik
doseg (npr. gravitacijska, elektri¢na in magnetna sila),
druge uginkujejo zaznatno le v neposredni okolici teles
- imajo kratek doseg (npr. jedrske, atomske, kohezij-
ske, kemijske sile).

Obmoéje v okolici telesa, na katerem telo uginkuje na
druga podobna telesa, se imenuje polje sile. Pravimo,

- da telo ustvarja v svoji okolici polje sile. S tem Zelimo

povedati, da uginkuje s silo na vsako drugo telo, ki se
znajde v tem polju. Namesto da opazujemo gibanje

-telesa pod vplivom sil, s katerimi druga telesa ucinku-

jejo nanj, raje opazujemo gibanje telesa v polju sile, ki
ga ustvarjajo druga telesa. Vsaki sili lahko pripiSemo
ustrezno polje. Polje grayitacijske sile se imenuje gra-
vitacijsko polje (u¢inkuje na vsako telo z maso, ne
glede na njegovo notranje stanje). Polje elektricne sile
je elektriéno polje (u¢inkuje le na naelekirena telesa).
Poznamo e magnetno polje ter polja jedrskih sil. Poz-
nati polje sile, se pravi, poznati silo na izbrano telo v
vsaki toc¢ki polja.

V polju sile nas zanima predvsem delo, ki ga opravi
sila, ¢e se telo v polju premakne, npr. od mesta 1 do
mesta 2 (slika 4.12). Recimo, da se telo premakne po
tirnici (a). Ko se premakne za ds, opravi sila F delo
dA = F - ds. Celotno delo na poti od zacetnega mesta 1
do konénega 2 (A _, ) je potem enako: '

2
A1_,2=J'dA=j.F-ds(a) (4.16)
1
Oznaka (a) na koncu integrala pomeni, da integriramo
vzdolz krivulje (a).

V splosnem je opravljeno delo A; _, ; odvisno od oblike
(in dolzine) krivulje (a), vzdolZ katere ratunamo delo.
Ce se npr. premaknemo od mesta 1 do mesta 2 po

kaksni dru'gi krivulji (npr. po krivulji b), opravi sila v -

splodnem druga&no delo. V nekaterih poljih (to je za
nekatere sile) pa velja, da opravijeno delo ni odvisno
od oblike krivulje (premika), ampak le od zacetne in
konéne lege v polju, to je: '

A1_,2=:fF-ds(a)=j‘F-ds(b)

Taksno polje se imenuje potencial‘no polje, sila pa
konservativna sila.

Delo konservativne sile je odvisno le od zagetne in

konéne lege, ne pa od oblike poti. Pri prehodu od
mesta 1 do-mesta 2 opravi konservativna sila enako
veliko dela, ne glede na to, po kaksni poti se premi-
kamo. To velja za sile, ki so odvisne le od lege teles v
prostoru, ni¢ pa od hitrosti oziroma naéina gibanja
teles, npr. .za gravitacijske in elektri¢tne sile (ki so
dane z Newtonovim gravitacijskim in Coulombovim
zakonom). Konservativna je tudi sila proznosti (to je
sila, ki u¢inkuje na telo, privezano na prozno vzmet); ta
je odvisna le od velikosti raztezka, ni¢ pa od hitrosti
raztezanija, ali raztezamo v enem koraku ali v ve¢ kora-
kih itd. Na drugi strani pa sta upor zraka, torna sila
nekonservativna; njuno delo je odvisno od oblike in
velikosti poti ter od naéina prehoda. Torna sila npr.
nasprotuje premiku, njeno delo je zato vedno nega-
tivno, in to tem bolj negativno, éim dalj$a je pot. Upor
zraka je odvisen tudi od hitrosti gibanja, torej njegovo

delo gotovo ni odvisno le od zacetne in koncne lege .
telesa v prostoru, temve¢ tudi od nacina (hitrosti) pre-

hoda.

Recimo, da napravimo v potenciainem polju zaklju-
&eno pot. Z mesta 1 se premaknemo po krivulji (a) do
mesta 2 (pri éemer konservativna sila opravi delo
Ai_,»), nato pa po kaksni drugi poti (npr. po krivulji c)
nazaj do izhodnega mesta 1. Na povratni poti opravi
konservativna sila delo A,_,, ki je po velikosti enako
delu A;_, na prvem delu poti, le da ima nasproten
predznak: ' )

A1 =-Ass

(to razumemo, ¢ée si mislimo, da se vratamo po isti
krivulji a; ker se spremeni smer premika, se spremeni
predznak dela). V celoti opravi konservativna sila na
zaklju€eni poti delo:

A=A+ A1 =AL2-A152=0 (4.17)

Delo konservativne sile na zakljuéeni poti je nié. Koli- -

kor pozitivnega dela opravi na enem delu poti, toliko

negativnega opravi na drugem detlu, tako da je celotno

delo po povratku na izhodno mesto ni¢.

Delo nekonservativnih sil na zakljugeni poti je razli¢no
od ni&. Delo torne sile je npr. vedno negativno (manjse
od nic).

Za vsako silo posebej moramo ugotoviti, ali je konser-
vativna ali ne, ali je torej njeno delo odvisno od oblike
poti ali ne.

Potencialno polje (polje konservativne sile) obi¢ajno
predstavimo s silnicami. To so matemati¢ne Crte, kate-
rih tangente kaZejo smer sile v vsaki tocki polja (slika
4.13). V splosnem je sila v razlicnih toc¢kah polja
razliéna: v bliZini teles (ki ustvarjajo polje) je obi¢ajno
velika, pro¢ od njih pa majhna; spreminja se tudi smer
sile. Zato so silnice v splodnem ukrivljene in razli¢no
goste. Kjer je polje moénejse (sila ve€ja), so silnice
gostejse, kjer je Sibkejse, pa redkejSe. V posebnem
primeru, da je sila v vsaki tocki polja enaka (tako v
velikosti kot smeri), imamo t.i. homogeno polje: sil-
nice so ravne in vzporedne.
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Potencialna energija — izrek o ohranitvi

energije

Med premikom telesa v potenciainem polju od mesta 1
do mesta 2 v smeri silnic opravi konservativna sila (ki

ustvarja to polje) pozitivho delo A;_,,. To delo prejme

telo, katerega kineti¢na energija se zato poveca. Pove-
éanje kineti¢ne energije telesa (AW, = W, — W) je
enako delu, ki ga opravi konservativna sila med preho-
dom. Namesto da omenjamo delo konservativne sile,
lahko tudi vzamemo, da ima telo v potencialnem polju
t. i. potencialno energijo (W,), in re¢emo, da se kine-
tiéna energija telesa poveca zato, ker se zmanj3a nje-
gova potencialna energija. Pri prehodu od mesta 1 do
mesta 2 se torej potencialna energija telesa zmanjsa
(od W,y na W,,) za toliko, kolikor pozitivnega dela
konservativna sila med tem prehodom Vopravi, to je:

2
Woi = Wpa = A = [F-ds=—AW, (4.18)
1

Sledi, da se potencialna energija telesa v smeri silnic
zmanjSuje (je manj pozitivna), proti smeri silnic pa
povetuje (je bolj pozitivna). Poznamo le spremembo
potencialne energije (enaka je delu konservativne sile),
o njeni absolutni vrednosti na danem mestu pa se
moramo dogovoriti posebej. Ce se npr. domenimo, da
je potencialna energija telesa na mestu 1 (slika 4.14)
ni¢ (W, = 0), je potencialna energija na mestu 2, ki je
nizje v smeri silnic, negativna (in to tem bolj, ¢im nizje
pod mestom 1 je mesto 2), na mestu 3, ki je »nad«
mestom 1 (to je proti smeri silnic), pa pozitivna (in to
tem bolj, ¢im vi$je je mesto 3 nad mestom 1). Dogovor
o tem, kje je potencialna energija telesa ni¢, je povsem
poljuben in ga po potrebi spremenimo.

Povprek ¢ez silnice, to je v smeri pravokotno na sil-
nice, konservativna sila ne opravlja deia, zato se v tej
smeri potencialna energija telesa ne spreminja.
Sosednje tocke, v katerih je potencialna energija telesa
enaka, povezemo v t.i. ekvipotencialno ploskev. V
prostoru lahko narisemo ve¢ ekvipotencialnih ploskev,
vsaki ustreza dolo¢ena vrednost potencialne energije.
Na sliki (4.14) so s ¢rtkanimi ¢rtami oznaceni preseki z
ravnino lista ekvipotencialnh ploskev, ki gredo skozi
mesta 1,2 in 3. Na vsaki to¢ki spodnje ekvipotenciaine
ploskve ima telo enako potencialno energijo Wy, na
srednji W,; (= 0 glede na na dogovor) in na zgornji
W,s. Ce se pomikamo vzdolz ekvipotencialne ploskve,
je potencialna energija enaka, npr. W,y = Wp,, W5 =
= W, itd. Najmoé&neje pa se spremeni v smeri normale
na ekvipotencialno ploskeyv, to je v smeri silnic.

Silnice so v vsaki tocki pravokotne na ekvipotenci-
alne ploskve (zvlec¢ene Crte na sliki 4.14), kazejo smer,
v kateri se potenciaina energija telesa najmocneje
spreminja s krajem.

Mislimo si sosednji ekvipotencialni ploskvi s potencial-

"nima energijama W, in W, + dW,, ki sta v smeri

normale (silnic) razmaknjenl za dn (slika 4.15). Ce so
silnice usmerjene navzdol, je potencialna energija
spodnje plodnje ploskve. manjda od zgornje, dWW, je
torej negativen. Med prehodom od zgornje do spodnje

ekvipotencialne ploskve opravi konservativna sila delo -

F - dn, ki je enako spremembi potencialne energije:

F-dn=W,— (W, +dwp)
F=—dWydn (4.19)

ekvipot.
ploskev
|

dn

5|ln|ca‘

Slika 4.14

\

Slika 4.15
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Sila je enaka negativhemu odvodu potencialne ener- AW+ W) =0 ali
gije v smeri normale na ekvipotenciaino ploskev. W, + W, = konst. (4.24)

Zgornjo enagbo napiSemo v vektorski obliki takole:
F=-(dW,/dnje, =-VW, (4.19a)

pri éemer ima enotin vektor e, normale na ekvipotenci-
alno ploskev smer veéanja potencialne energije, to je

_nasprotno smeri silnic. Odvod skalarne funkcije (v

nasem primeru W,) po krajevni koordinati v smeri
normale na ekvipotencialno ploskev, to je v smeri naj-
vedjega narastanja njene vrednosti, matematié¢no
oznaéimo z operatorjem V (nabla):

di(. Jen=Y(..) ’ (4.20)
n

Operacija nabla (V) pomeni odvajanje po krajevni
koordinati in se izvaja nad skalarno funkcijo. Dobimo
vektor, ki ima smer najveéjega nara3¢anja prvotne ska-
larne funkcije, po velikosti pa je enak odvodu funkcije
po krajevni koordinati v tej smeri (to je enak je spre-
membi funkcije na enoto dolZine v tej smeri). Dobljeni
vektor se imenuje tudi gradient funkcije in ga ozna-
¢imo z grad(...). Velik gradient pomeni, da se funkcija
moéno spreminja s krajem.

Enaéba (4.19) omogo¢a izracun sile F v poljubni tocki
potencialnega polja, e je znano, kako se potencialna
energija telesa spreminja s krajem. Ta postopek je torej
ravno obraten kot pri enaébi (4.18), s katero ratunamo
potencialno energijo v vsaki tocki polja, ¢e je znano
krajevno spreminjanje konservativne sile.

Izrek o ohranitvi kinetiéne in potencialne
energije

Izrek o spremeinbi kinetiéne energije (gl. 4.14) pravi, da
je sprememba kineti¢ne energije enaka delu A vseh sil,
ki uéinkujejo na telo:

AW = W — Wi =A

Celotno delo A razdelimo na delo konservativnih sil
{(Axonsery) in Na delo nekonservativnih sil (Anekonserv):

A= Aionserv t+ Anekonserv (4-21)

Prvega nadomestimo s spremembo ustreznih potenci-
alnih energij (gl. 4.18):

Asonserv = Wp1 - Wp2 =-A Wp (4.22)

Vsaki konservativni sili pripiSemo ustrezno potenci-
alno energijo, tako da je AW, sprememba vseh nasto-
pajoéih potencialnih energij. Izrek o spremembi kine-
tiéne energije se tako prelevi v:

AW, + AWp = Anekonserv J (4.23)

Vsota sprememb kineti¢ne in potencialne energije je
enaka delu nekonservativnih sil, ki u¢inkujejo na telo.
Ker je to delo vedinoma negativno, se vsota kineticne
in potencialne energije s éasom zmanjsuje. Ce zane-

marimo vpliv nekonservativnih sil, to je za Anexonserv =

=0, je:

Ce ni nekonservativnih sil, se vsota kineti¢ne in poten-

cialne energije telesa ohranja. Konservativne sile s
svojim delom spreminjajo potencialno energijo v kine-
tiéno ali obratno, ne morejo pa spremeniti njune vsote,
ta se spremeni le, ¢e uginkujejo nekonservativne sile.

Gravitacijsko (teznostno) potencialno
polje

~ Kar smo zgoraj povedali na splosno, si bomo zdaj

ogledali na primeru gravitacijske sile.

Zanima nas potencialno polje gravitacijske sile, s
katero Zemlja ugéinkuje na telesa iz svoje okolice. To
silo ratunamo z Newtonovim gravitacijskim zakonom
(2.8 in 2.11a). Zemlja (masa M) priviacuje telo (masa m),
ki je oddaljeno od sredis¢a Zemlje za r, s silo F=GMm
P = mgoR%r? ali v vektorski obliki: -

F = mgoR%r* . (4.25)

Tu je go tezni pospesek na povrsju Zemije (r = R);

" usmerjen je k sredis¢u Zemlje. Silnice zemeljskega

gravitacijskega polja so radialni Zarki, usmerjeni nav-
znoter — k sredi§éu Zemlje (slika 4.16). Ekvipotenciaine
ploskve so koncentri¢ne kroglaste ploskve s srediséem
v zemeljskem srediScu.

Da je gravitacijska sila (gl. 4.25) zares konservativna, se
prepri¢amo, &e izraunamo delo te sile pri prehodu od
mesta 1 (r = ry) do mesta 2 (r=r):

2
Az = [F-ds (a)
1

Poljubno krivuljo (a), vzdolZ katere integriramo, lahko
nadomestimo z drobno stopnigasto krivuljo (glej sliko
4.16), katere stopnitke leze v ekvipotencialnih plosk-
vah, padajo pa vzdolZ silnic. Integral po vodoravhem
delu stopnick je ni¢, po navpi¢nem delu vsake stop-
nicke pa je enako velik, kot ¢e integriramo po zaletni

silnici od 1 do 3 (3 lezi na isti ekvipotencialni ploskvi

kot kon&no mesto 2). Torej je integral Ay, po poljubni
krivulji (@) enak integralu A,_,3 vzdolZ zagetne silnice. \
tej smeri imata F in ds enako. smer, zato lahko
pisemo:

ry 5]
Aip = ALz = _[ Fdr = mgoRZIr‘zdr
I 3
= mgoR%(1/r; — 1/1y)
Sledi:

Wp1 = Wp2 + mgoﬁz(1/r2—— 1/ry) (426)
Toé&ko 2 postavimo na zemeljsko povrsje (r, = R) in se
domenimo, da je tam potencialna energija nic: W, =
0. Potencialno energijo W, telesa v poljubni tocki 1,
npr. za r; = r, oznagimo z Wy(n):

W,(n = mgoR*(1/R-1/1) - r=R (4.27)

Zgornji izraz velja za mesta nad zemeljskim povrsjem,
to je za r = R. Pod povrdjem pa se gravitacijska sila



95

GRAVITACIJSKO POTENCIALNO POLJE

Zemlje zmanj8uje linearno z oddaljenostjo od sredis¢a
(gl. 2.9). Ce vzamemo-Zemijo kot-homogeno telo, velja:

F(r) =mger'R za r<R

Med prehodom od zemeljskega povrsja do globine r se
potencialna energija telesa zmanjsa z W,(R) = 0 na
W, (n):

W(R) — Wy(n) = j F(r)dr—(mgolR)f rdr
W,(r) = mgo(r2 Ft'2)/2R za r<R (4.27a)

Graf gravitacijske potencialne energije W,(r) je podan
na sliki (4.17). Ce se oddaljujemo od Zemlje se gravita-
cijska potencialna energija poveéuje in se asimpto-
ti€no priblizuje najvecji vrednosti mggR, ki jo doseze v
neskonénosti (seveda, ker zanemarimo gravitacijski
vpliv drugih nebesnih teles). Na zemeljskem povrsju (r

"= R) je glede na na$ odgovor enaka ni¢, pod povrsjem

(r < R) pa je negativna in se parabolic":no pribliiuje

0).

Primer:

Drugo kozmiéno hitrost smo ra¢unali na strani 36 tako,
da smo integrirali Newtonov zakon dinamike. Rac¢un je
bil dokaj tezak. Videli bomo, da lahko dobimo rezultat
tudi po enostavni poti, ¢e uporabimo izrek o ohranitvi
energije (gl. 4.24). '

Da se raketa dvigne z zemeljskega povrsja in zapusti
obmocje zemeljske privliacnosti, se mora njena poten-
cialna energija pove&ati z ni¢ na mgyR. To povecanje
lahko priskrbi potisna reakcijska sila izpusnih raketnih

plinov, ki spotoma opravi potrebno delo, ali pa damo -

raketi ob startu zalogo energije v obliki zagetne kine-
ticne energije mvZ/2.

Ce zanemarimo vpliv nekonservativnih sil (npr. zra¢-
nega upora), je vsota kineti¢ne in potencialne energije
energije rakete stalna: na povrsju Zemlje ima raketa
potencialno energijo ni¢ in kinetiéno mva/2, v neskon-
€ni oddaljenosti pa se raketa ustavi in njena potenci-
alna energija znasa mg,R. Sledi:

mva/2 + 0 =0+ mg,A ali
= (2goR)"? (gl. 2.16)

S kolikdno hitrostjo bi morali izstreliti raketo iz sre-
dis¢a Zemlje, da bi zapustila obmocje zemeljske pri-
vlacnosti?

Gravitacijska (teznostna) potencialna energija
v blizini zemeljskega povrsja

Obicajno se zadrzujemo v neposredni blizini povrsine
Zemlje, npr. do nekaj km nad njim. Lego telesa merimo
z visinsko koordinato z nad tlemi, tako daje r= R + z.
Ker je z << R, se izraz (4.27) za gravitacijsko potenci-
alno energijo telesa na visini z, ¢e uporabimo geome-
trijsko vrsto 1/(1 + z/IR) = 1 — ZIR + Z%2R? — ..., po-
enostavi v:

Slika 4.16

4
Wol(r) mgoR

Slika 4.17
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W, = mgoR*[1/R— (1/R) (1 - ZIR + Z%2R*— .. )] =
mgoR(zIR - Z?/2R? + ..)) =
mgez(1-2z2R + ..))

Pri nenatanénosti enega promila lahko za z < 12 km
zanemarimo dodatne ¢lene v oklepaju in obdrzimo le;

)

kar ze poznamo iz srednje Sole. V blizini zemeljskega
povrsja je gravitacijska potencialna energija premo
sorazmerna z viS§ino nad tlemi. Silnice so ravne, vzpo-
redne in usmerjene navzdol.

Pri raunanju gravitacijske potencialne energije telesa
v _homogenem polju je pomembna lega njegovega
teziséa. Pri dani legi teZziS¢a je potencialna energija
telesa enaka, ne glede na to, kako je telo zasukano

okrog osi skozi teZis¢e (slika 4.18). Pri zasuku telesa
okrog te osi namre¢ teza telesa (to je gravitacijska sila)

" ne opravlja dela (gl. str. 70), torej se gravitacijska

potenciaina energija ne spremeni. Potencialna ener-
gija telesa je neodvisna od orientacije telesa v pro-

storu, spremeni se le, Ce se spremeni lega teZis¢a.

Primeri:

1. Betonski kvader s stranicami a = 40cm, b= 30cm
in ¢ = 20 cm lezi na najvecji ploskvi. Najmanj koliko
dela (A) je potrebno, da ga zavrtimo okrog njegovega
najdaljSega roba? Gostota betona je o = 2,0 g/cm?®.

TeziS¢e kvadra je v zaCetku na visini z; = ¢/2 = 10 cm
nad tlemi. Ko je najvisje (tik nad robom, okrog katerega
kvader zavrtimo), je na vi$ini 2, = Vb? + ¢% /2=18cm.
Torej se teZis¢e dvigne za Az = 2, — zy = 8 cfn, Cemur

"ustreza povedanje potencialnega energije za AW, =

mgoAz = gabcgeAz = 38 J = A.

2. Pokonéna posoda z osnovno ploskvijo S = 400 cm?
in vis§ino h = 60 cm stoji na vodoravnih tieh. Najmanj
koliko dela (A) je potrebno, da dvignemo vodo z viine
tal in jo nato¢imo v posodo? KolikS§na je potencialna
energija (W,) vode v polni posodi?

Voda na visini tal ima potencialno energijo ni¢. Za dvig
vode z maso m = gV = gSh za vi§ino h je potrebno
delo: .

A = mgoh = 0goSh? = 144 J

Tezid¢e vode v polni posodi je na visini h/2 nad tlemi,
potencialna energija vode v posodi zato zna$a:

W, = mgyh/2 = A/2

Za napolnjenje posode z vodo je potrebno delo A, voda
v posodi pa ima potencialno energijo A/2. V kaj se je
spremenilo preostalo delo A— A/2 = A/2? (Premisli, kaj
se dogaja, ko natakas vodo v posodo)

3. Posevni met. Telo z maso m odvrzemo s tal z
zacdetno hitrostjo v, to je z zaéetno kineti€no energijo
mvg/2. Med dviganjem se njegova potencialna energija
povecuje, kineti€na pa zmanjSuje. Ce zanemarimo

upor zraka, se vsota kinetiCne in potencialne energije
med gibanjem (navzgor ali navzdol) ne spreminja. Na

viSini h ima telo potencialno energijo mgh in kinetiéno

mv?/2, tako da je:

mvy2 = mgh +.mv¥2  ali
v =vi-2gh (gl 1.42)

Hitrost v telesa na visini h je neodvisna od tega, pod
kaksnim kotom odvrzemo telo od tal, ali gre za nav-
pi¢ni ali za poSevni met, ali se telo dviga ali spuséa (gl.
sliko 1.31 na strani 21).

4. Padanje palice smo obravnavali na strani 76. Med
padanjem opravlja delo edinole teza palice (sila tal v
podporni toc¢ki palice ne, ¢e palica ne zdrsne), njeno
delo pa upostevamo s spremembo potencialne ener-
gije palice.

Ko palica pade od zacetne pokonéne lege do tal, se
njena potencialna energija zmanj$a za mgb/2, kine-
ticna pa poveéa z ni¢ na Jw?2. Sledi:

mgbi2 = Jw3/2 ali (J = mb?3)
w? = 3g/b

v; = bay = V3gb , kar Ze poznamo.

5. Kotaljenje valja po klancu (gl. str. 78) bomo tu
obravnavali s pomod&jo izreka o ohranitvi energije.

KolikSna je hitrost v, teZis¢a valja na dnu klanca?

Ko se tezisCe valja spusti za viSinsko razliko h, se

njegova potencialna energija zmanj$a za mgh, kine-

tiéna pa poveéa z nié (na vrhu klanca) na mv3/2 + J.o%
= 3mv¥4 (na dnu), tako da je:

mgh = 3mvy4 ali

ve = V(4/3)gh

Na strani 78 smo izpeljali pospesek tezis¢a valja: a, =
(2/3)g. sing, hitrost v, pa dobimo z enaébo (1.21): v3 =
= 2a,s = 2(2/3)gsing - hising = (4/3)gh, enako kot
zgoraj, le da po daljsi poti.

Proznostna energija

Pogosto se zgodi, da je telo privezano na prozno vzmet
(ali na kak$no drugo prozno telo). Gibajoce. se telo

potem nateguje -ali kréi vzmet s silo proZnosti, pri -

Gemer opravlja delo.

Delo prozne sile pri deformaciji prozne vzmeti smo
racunali na strani 86. Ko se vzmet raztegne ali skréi za
x, opravi prozna sila vzmeti delo (gl. 4.4): kx%2. Opra-
vljeno delo je neodvisno od naéina deformacije vzmeti,
ali jo deformiramo hitro ali po¢asi, v enem koraku ali v
veé korakih itd. Torej je prozna sila vzmeti konserva-

tivna in lahko njeno delo kx?/2 obravnavamo kot poten- -

cialno energijo telesa. Ta je enaka energiji deformirane
prozne vzmeti; tej energiji pravimo proznostna ener-
gija (W,,) vzmeti:

W, = kx%/2 (4.29)

- I

i
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o7

Graf proZnostne energije v odvisnosti od raztezka ali

skréka x je na sliki (4.19). Vidimo, da je ta energija
najmanjsa (= 0) za x = 0, torej &e vzmet ni ne razteg-

.njena ne skréena.

Telo, privezano na prozno vzmet, med gibanjem
oddaja vzmeti energijo (proznostno) ali jo od nje pre-
jema. Ce na tak$no telo uginkuje le e teza (druge sile,
predvsem nekonservativne, pa zanemarimo), potem je
vsota kineti¢ne, gravitacijske potencialne in prozno-
stne energije stalna:

mv3/2 + mgz + kx?2 = konst. (4.30)

‘ Kineti¢na energija telesa se lahko spreminja v potenci-

alno ali proznostno ali obratno, vendar tako, da se
vsota vseh treh ne spremeni. Za njihovo spremembo je
potrebna dodatna sila (npr. sila roke), ki opravi
potrebno delo.

Primeri:

1. Vzmetno nihalo (gl. str. 44). Telo z maso m je prive-
zano na prozno vzmet (s konstanto proZnosti k). Ko
raztegnemo vzmet za amplitudo x,, opravimo delo kxg/
2, ki ga prejme vzmet (in s tem tudi nanjo pritrjeno telo)
v obliki proznostne energije. Ko telo spustimo, se pri-
blizuje ravnovesni legi, pri éemer se njegova prozno-
stna energija zmanjsuje, kineti¢na pa poveduje. V rav:

novesni legi (x = 0) se proznostna energija zmanjSana

nié, kinetiéna pa je tedaj najve&ja: mv@/2. Najvetja

kineti¢na energija nihajo¢ega telesa (v ravnovesni legi) -

je enaka najvedji njegovi proznostni energiji (v ampli-
tudi):

mvy/2 = kx§2 ali
v = Vikm x, = wv {gl. 1.32)
w=Vkim (gl. 2.26)

Pri vmesnem raztezku x ima telo hitrost v, tako da je:

M2 + kx¥2 = kx@2 = mv32 ali

v=vy V1 — x*x3 (gl.1.32)

Vidimo, da se pri nihanju kineti¢na energija spreminja
v proznostno (potencialno), ko se nihajoce telo odda-
ljuje od ravnovesne lege, in obratno (ko se ji priblizuje).
To prelivanje energije se lahko dogaja le s to€no dolo-
&eno frekvenco (w), ki je lastna frekvenca nihala.

2. Telo na elastiéni vrvi (gl. str. 43). Na kateri globini
se ustavi telo z maso m, ki je privezano na elasti¢no vrv
(dolzina I, konstanta proznosti k), ¢e ga spustimo z
viSine pritrdiséa vrvi?

Telo se ustavi (v = 0) na globini / + x;, pri éemer je X,
najvedji raztezek vrvi. Med tem prehodom se gravitacij-
ska potencialna energija telesa zmanj$a za mg{/ + x,),
proznostna energija pa se poveda za kx32. Ker je
kineti¢na energija telesa na zacetku in koncu enaka (=
= 0), dobimo:

AW + AW, + AW, =0
0 + (mg(l + x;) + kx3/2 = 0 ter
X3—(2mgllk)x,—2mglik = 0

kar ze poznamo (gl. str. 44).

7 Visoko$olska fizika 1. del

=h4%

Slika 4.18

-X kréenje raztezanje  +x

Slika 4.19
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PoiS¢imo 3e hitrost telesa (v) na globini x. Za x < /
imamo navaden prosti pad. Pri x > I se zaéne napenijati
elasti¢na vrv in je treba upostevati tudi proZnostno
energijo vrvi. Izrek o spremembi celotne energije telesa
se v tem primeru glasi:

mv¥2 + (-)mg(l + x) + kx¥2 = 0 ali
v v = 2g(/ + x) - (K'm)x?

Na kateri globini (/ + x;) ima telo najveéjo hitrost?

d(v¥)/dx = 0 za x = x;
g — (kim - 2x;) = 0
= mglk

3. Telesi my = 2 kg in m, = 4 kg sta povezani s prozno
vzmetjo; konstanta proznosti vzmeti je kK = 20 N/cm.
Vzmet je stisnjena za x = 3 cm. S kolik§no hitrostjo (v4
in v,) odletita telesi vsaksebi, ko vzmet sprostimo?

Stisnjena vzmet ima proZnostno energijo W, = kx%/2 =
0,9 J. Po sprozitvi se ta energija porazdeli med telesi
kot kinetiéna energija:

m1V12/2 + m2V§/2 =W,
8 kakrsno gibalno koli¢ino (m,v;) odleti eno telo v eno
smer, odleti drugo telo v drugo smer (maVvy), glej ohra-
nltev gibalne koli¢ine sistema, str. 54):

TV = My,

Iz gornjih enaéb izra¢unamo v, in v;:

v = Vmoko®imy(my + my) = 0,77 m/s
Vo = (my/my)v; = 0,39 m/s

Vidimo, da lazje telo odleti z veéjo hitrostjo kot tezje.
Telesi si razdelita razpolozljivo energijo v obratnem
razmerju svojih mas: Wy/Wi, = my/m,. LaZje telo m,
prevzame 0,6 J, tezje pa 0,3 J. Pri zraéni puski je m,
(masa puske) velika v primerjavi z m; (masa metka) in
je zato Wiy =~ kx¥2 = W,,.

Ravnovesne lege teles

Zgoraj obravnavani primeri kaZejo, da lahko gibanje
teles pod vplivom konservativnih sil obravnavamo kot
gibanje v potencialnem polju teh sil, s tem da ugoto-
vimo spremembe kineti¢ne energije in ustreznih poten-
cialnih energij. Slika potencialnega polja (potek silnic,
kako se potencialna energija spreminja s krajem)
mnogo pove o gibanju teles.

Ko telo v potencialnem polju spustimo, se premakne v
smeri manjSanja potencialne energije (premakne —
pospesi ga konservativna sila); povedanje kineti¢ne
energije, povezano s premikom telesa, gre na rac¢un
manjsanja potencialne energije. Cim bolj se potenci-
alna energija spreminja s krajem, tem bolj se hitrost
povecuje.

V smeri, v kateri se potencialna energija veéa, se telo
giblije pojemajode, njegova kinetiéna energija pada.

Prvotno mirujoce telo se v tej smeri premakne le, &e
deluje dodatna sila, ki opravi delo, potrebno za poveéa-
nje potencialne energije.

Telo obmiruje v potenciainem polju, &etudi ga spu-
stimo, ¢e je na mestu, kjer se potencialna energija ne
spreminja s krajem, kjer je odvod potencialne ener-
gije po krajevni koordinati enak ni¢ (mesta A, Bin Cna
sliki 4.20). Ta mesta  so ravnovesne lega telesa v
potencialnem polju. Ker ni spremembe potencialne
energije, tudi ni spremembe kineti¢ne energije.

dW,/dx = 0

Poznamo tri vrste ravnovesnih leg: stabilne, labilne in
indiferentne.

pogojzaravnovesno lego (4.31)
v potencialnem polju

Ravnovesna lega je stabilna, ée je v njej minimum
potencialne energije (mesto A na sliki 4.20), ée je v
njeni neposredni okolici ve¢ja potencialna energija kot
v njej sami. Kakrsenkoli premik telesa iz stabilne ravno-
vesne lege je zdruZen s pove¢anjem potencialne ener-
gije. Ker je graf potencialne energije v okolici stabilne
lege zakrivllen navzgor (lon¢asta oblika), je drugi
odvod potencialne energije po krajevni koordinati
pozitiven:

d’W,/dz* >0 stabilnaravnovesnalega (4.32a)
Mirujoce telo se samo od sebe ne more premakniti iz
stabilne ravnovesne lege. Za tak premik je potrebna
dodatna sila, ki opravi potrebno delo. Priblizevanje
telesa k stabilni legi je pospeseno, oddaljevanje od nje
pa pojemajoce.

Telo ima lahko ve¢ stabilnih ravnovesnih leg (mesta A,,
Az in Az na sliki 4.21), ki pa v splodnem niso enako
stabilne. Najbolj stabilna je tista lega, ki ustreza najniz-
jemu minimumu potenciaine energije (A;). Ce telo
»dvignemo« iz stabilne lege (¢e mu povedamo potenci-
alno energijo) in ga nato spustimo, se zaéne gibati
pospedeno proti najbliji stabilni legi (ni nujno, da se
povrne v isto stabilno lego, iz katere smo ga bili dvig-
nili). Telo v splo§nem niha okrog stabilne ravnovesne
lege. Energija nihanja se zaradi energijskih izgub
(duenja) s¢asoma izgublja in telo niha z vedno
manjSimi amplitudami. Na koncu obmiruje v stabilni
ravnovesni legi.

Primer:

Telo m, ki visi na elasti¢ni vrvi (gl. 2. primer na strani
43), je v stabilni ravnovesni Iegl ko je vrv raztegnjena
za x4 = mg/k.

Celotna potencialna energija telesa v globini / + x (ko
je vzmet raztegnjena za x) je sestavljena iz gravitacijske
energije — mg(! + x) (vzamemo, da je gravitacijska ener-
gija na visini pritrdis¢a vrvi enaka nid) in iz proznostne
energije kx*/2:

W, = kx%2 — mg(l + x)
dW/dx—kx mg =0, x = mglk = x1
d2W/dx =k>0

Ravnovesna lega telesa pri x = x, je torej zares sta-
bilna.
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Povsem drugaéna od stabilne je labilna ravnovesna
lega (B na sliki 4.20). Znagilno zanjo je, da je v njej
maksimum potencialne energije; drugi odvod poten-
cialne energije po krajevni koordinati je negativen:

d’W,/dx?> <0 labilna ravnovesna lega (4.32b)

Telo lahko ostane v labilni legi le, e je natan¢no v njej.
Ze najmanijsi premik zadoséa, da se zagne pospeSeno
oddaljevati od nje — k najbliZji stabilni legi. Telo se
samo od sebe ne more vrniti v labilno lego.

Indiferentna ravnovesna lega je tista, v okolici katere je
potencialna energija enaka, se ne spreminja s krajem
(C na sliki 4.20). Drugi odvod potencialne energije po
krajevni koordinati je v indiferentni legi nié:

d?W,/dx?*=0 indiferentnalega (4.32¢)

Ob kakrdnemkoli premiku telesa iz indiferentne lege se
potenciaina energija telesa ne spremeni. Telo obmiruje
v novi legi, se niti ne povrne k prvotni legi, niti se ne
oddalji od nje.

Zgornje ugotovitve o znaéilnostih posameznih ravno-
vesnih leg drze le, ¢e na telo uéinkujejo edinole kon-
servativne sile, ki ustvarjajo potencialno polje. Pogosto
pa poleg teh sil nastopajo tudi druge, npr. sila podlage,
sila opore, v lezaju, v vrvi itd. Te sicer med gibanjem ne
opravljajo dela (ne udinkujejo direktno na kinetiéno
energijo telesa), zato pa predpisujejo tirnico, po kateri
se telo lahko giblje skozi potencialno polje. Npr. telo se
giblje po vodoravni podlagi, navzdol po klancu ali po

dnu kotanje, ¢ez hrib&ek, krozi po loku, niha okrog -
fiksne osi ipd. Tudi v teh primerih nam slika potencial- -

nega polja marsikaj pove o gibanju telesa vzdolZ pred-
pisane tirnice, saj sprememba potencialne energije na
tej poti dolo¢a spremembo kinetiéne energije telesa.

Ravnovesno lego telesa v spiosnem (e so poleg kon-
servativnih sil prisotne tudi druge) definiramo kot lego,
v kateri je vsota vseh delujoéih sil ni¢ (gl. mehansko
ravnovesie sil, str. 70). Ni nujno, da v tej legi obstaja-(v
matemati¢nem smislu) odvod potencialne energije po
krajevni koordinati (gl. sliko 4.22 in 4.23). V stabilni
ravnovesni legi je potencialna energija najmanj$a (v
njeni okolici je veéja), vendar ni re¢eno, da v tej legi
obstaja minimum potencialne energije, da je dZWp/dxz
> 0. Podobno velja za labilno lego: v njej je potenci-
alna energija najvedja, a ni nujno, da obstaja maksi-
mum potencialne energije. Edinole za indiferentno
lego velja enako kot v &istem potencialnem polju:
potencialna energija se ne spreminja s krajem, njena
odvoda (prvi in drugi) po krajevni koordinati sta nié.

Primeri indiferentnih leg: kroglica na vodoravni plo-
skvi, ravnilo — obeSeno v teZiséu, Elovek v brezteznem
stanju, telo — ki potopljeno lebdi v vodi itd.

Kroglica na dnu skodelice ali kotanje je v stabilni
ravnovesni legi, ravno tako telo, ki visi tako, da je
njegovo tezis¢e pod pritrdis¢em. Kvader na vodoravnih
tleh je v stabilni legi, ¢e lezi na eni od stranskih plo-
skev. Torej ima 6 stabilnih leg, ki pa niso enako sta-
bilne. Najbolj stabilna je lega, pri kateri je tezisCe
kvadra najnizje (¢e kvader lezi na najvecji ploskvi). Ce
kvader zasukamo okrog njegovega spodnjega roba, se
njegovo tezisée dvigne (¢rtkana krivulja na sliki 4.22).
Vidimo, da graf potencialne energije v tej stabilni legi
nima vodoravne tangente, tudi drugi odvod ni poziti-

7

Slika. 4.20

AWP(X)

Slika 4.21

Slika 4.22

N\

Slika 4.23
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ven. Poleg teZe moramo namre¢ upostevati tudi nor-
malno silo tal, ki je nasprotno enaka tezi kvadra, tako
da je rezultanta vseh delujocih sil ni¢, kar je pogoj za
ravnovesno stanje. :

Homogen valj se sam od sebe kotali navzdol po klancu,
njegovo teziste se spusca proti najbliZji stabilni legi.
Drugace je, ¢e valj ni homogen (recimo, da ima-vgra-
jeno svingeno palico), tako da njegovo tezisée ni na
osi. Med kotaljenjem po klancu se tezis¢e takSnega
ekscentriénega valja giblje po podevno nagnjeni ciklo-
idi (értkana ¢rta na sliki 4.23). Ce strmina klanca ni
prevelika, ima valj na klancu ve¢ stabilnih ravnovesnih
leg, v katerih kljub klancu miruje (zakotalitev navzgor
ali navzdol pomeni dvig teZis¢a). Teh stabilnih leg ni,
ge je strmina klanca (to je tangens naklonskega kota)
vedja od e/R, kjer je e oddaljenost teZisca valja od
srediséa (osi), A pa polmer valja.

Primeri labilnih leg: kroglica na vrhu kroglaéte kapice
ali na konici, kocka — ki stoji na oglu ali robu, tako daje

njeno teZidée tik nad podporo, stoja telovadca itd.

Trki

Med gibanjem lahko telesa tr&ijo drugo ob drugo, pri
gemer se v splodnem spremenita hitrost in smer njiho-
vega gibanja, obenem se tudi deformirajo. Trk teles je v
splosnem zelo zapleten, saj lahko sodeluje razli¢no
Stevilo teles. Tu bomo obravnavali t. i. binarni trk, to je
trk dveh teles.

Trk se pritne v trenutku, ko se telesi dotakneta. Crta, ki
gre skozi dotikali€e teles in je pravokotna na njuno
stitno ravnino, je érta trka. Pravimo, da je trk teles

vvvvv

biljardnih krogel (slika 4.24a). Veéinoma pa telesa niso.

simetriéno oblikovana in &rta trka ne gre skozi njihova

tezidda, trk je zato necentralen, npr. trk jajcastih teles
(slika 4.24b). .

O premem trku govorimo, &e se telesi gibljeta pred
trkom in po njem v smeri &rte trka (slika 4.25a), npr. trk
vozitkov na ravnem tiru. Sicer je trk poSeven (slika
4.25b), telesi se gibljeta (pred in po trku) vsako v svoji
smeri, ki se ne ujema s &rto trka. Necentralni trki so
vedno posevni, centralni pa so lahko ali premi ali
posevni, odvisno od smeri gibanja teles pred trkom

Telo z maso m se giblje s hitrostjo v, in zadene ob telo
Z maso m,, ki ima hitrost v,. Pri tem prvo telo uéinkuje
na drugo s silo Fy,, drugo pa obenem uéinkuje nazaj na
prvo s silo Fyy = — Fy5 (po Newtonovem zakonu o
medsebojnem ué&inkovanju teles). Zaradi teh medse-
bojnih sil telesi spremenita hitrost in se obenem defor-
mirata. Mozno je, da se telesi ob trku celo razbijeta ali
se spojita v novo telo. Notraniji sili medsebojnega uéin-
kovanja teles opravita precejnje delo, zaradi Cesar se
ob trku dogajajo opazne energijske spremembe, pove-
zane npr. s spremembo hitrosti teles, njihovo sestavo
in zgradbo (mozne so celo kemiéne reakcije). V tem
poglavju nas bo zanimala le sprememba kineti¢ne
energije teles ob trku.

Ne glede na vrsto in izid trka predpostavimo, da se
skupna masa teles ob trku ne spremeni:

(my + m,) pred trkom = (my + m,) po trku (4.33)

S trkom se masa teles niti ne poveca niti ne zmanjsa.
Ta predpostavka ne drzi za trke izredno majhnih in
hitrih atomskih delcev, katerih masa se lahko ob trku
poveéa ali zmanj$a (na racun energijskih sprememb).

Energijske razmere pri trku

Recimo, da hitrejSe telo my s hitrostjo v, zadene ob
podéasneje telo m,, ki se pred trkom giblje s hitrostjo
v,. HitrejSe telo zadene ob podasnej$e in ga zacne
potiskati pred seboj. Potasnejse telo se zaradi vztraj-
nosti upira in pritiska nazaj. Posledica tega medseboj-
nega uginkovanja je, da se hitreje telo giblje pocas-
neje, po&asnejée pa hitreje, obenem se telesi deformi-
rata. To poteka toliko ¢asa, dokler se telesi ne gibljeta
enako hitro, npr. s hitrostjo v, (slika 4.26). Tedaj je
deformacija teles najvecja in telesi sta nekako zlepljeni
ter se gibljeta s skupno hitrostjo v,. V tej prvi fazi trka je
hitrejse telo izgubilo nekaj kineti¢ne energije (mv32 -
myVi/2), ki se je delno porabila za povecanje kineticne
energije pocasnejSega telesa (od moV3/2 na myvil2),
delno pa za deformacijo teles (Wp):

mV3I2 — mv3/2 = moVa2 — myvi2 + W ali
myv2 + movd = (my + m)v + 2Wo

Del kinetiéne energije hitrejSega telesa se v prvi fazi
trka nalozi kot deformacijska energija v notranjost
teles (telesi se deformirata, notranje spremenita, njuna
notranja energija se spremeni).

"V drugi fazi trka se za&ne vlozena deformacijska ener-

gija W, sproscati, deformacija teles se zaéne zmanj$e-
vati. Ce je deformacija prozna (elasti¢na), dobita telesi
zopet prvotno obliko (in notranje stanje) in vsa defor-
macijska energija W, se spremeni nazaj v kinetiéno
energijo, ki si jo telesi razdelita. Ta je prozni ali ela-
stiéni trk.

_V splosneny deformacija teles ni povsem prozna in
telesi sta po konéanem trku e nekoliko deformirani,

kar pomeni, da se le de! maksimalne deformacijske
energije W, vrne v obliki kinetiéne energije, ostanek pa
ostane v telesih kot poveéana notranja (deformacijska)
energija. Telesi se po trku sicer logita in se gibljeta
vsak s svojo hitrostjo (v} in v5), vendar je njuna skupna
kineti¢na energija manjsa, kot je bila pred trkom. Pra-
vimo, da je trk v splodnem delno prozen. Maksimalna
deformacijska energija W, se razdeli na tri dele:

Wy = (myvi2— myv3)/2 + (mavy®— mov3)/2 + W, (4.34)

W, je deformacijska energija, ki po trku ostane v obeh
deformiranih telesih. -

Sestejemo zgornji energijski enacbi in dobimo energij-
sko enacbo delno proznega trka:

myv2 + moVa = myvi2 + mpvi? + 2W, (4.35)

Vsota kinetiénih energij teles po trku je manjsa kot
pred trkom; razlika vsot kineti¢nih energij je enaka
deformacijski energiji, ki ostane v notranjosti deformi-
ranih teles. '

Skrajni primer delno proZnega trka je popolnoma
neprozni ali neelastiéni trk. Pri tem trku se deformacija
teles, do katere pride ob koncu prve faze trka, ne

popravi in telesi se tudi po trku gibljeta »zlepljeno« s




 skupno hitrostjo v, ki jo imata v trenutku najvecije
deformacije. Celotna deformacijska energija ostane v

otranlostl teles: Wy = W,. Pri proznem trku pa je W, =
=0.

Ohranitev gibalne koli¢ine pri trku

Med trkom uéinkujeta telesi drugo na drugo s silama
Fi» in Fy, ki sta notraniji sili sistema obeh teles. Poleg
njiju v splosnem ucinkujejo na telesi tudi zunanje sile,
npr. teZa, upor, trenje. Vendar sta notraniji sili v ¢asu
trajanja trka ve¢inoma mnogo moc¢ne;jsi od zunanijih sil
in lahko vpliv zunanjih na izid trka zanemarimo. Pri
trku sta pomembni le notranji sili, ki telesi deformirata
in obenem spremenita njuni gibalni koligini. Vemo pa,
da notranje sile ne morejo spremeniti celotne gibalne
koli¢ine sistema teles (gl. str. 53). Torej se skupna
gibalna koli¢ina teles pri trku ne spremeni: vektorska
vsota gibalnih koli€¢in teles po trku je enaka kot pred
trkom. Ceprav smo to trditev ze dokazali za splosen
sistem teles, si dokaz za trk teles oglejmo Se enkrat.

Prvo telo m, uéinkuje na drugo telo m, s silo Fy, in med
trkom (ki traja At ¢asa) spremeni njegovo gibalno koli-
éino z myv, na myvj, tako da je sunek sile Fy; enak
spremembi gibalne koli¢ine (gl. 2.5):
At
m2Vé = MyVy = !F12dt

Obenem drugo telo s silo F»; = — F;; spremeni gibalno
koli¢ino prvega z myvy na myvi:
' . At At
m1v§ = Mvy = JFQ«]dt = - IF12dt = - (m2Vé - m2V2)
ali 0
myVvy + MV, = myvy + mzvﬂ ’ (4.36)

Pri trku se gibalna koli¢ina posameznih teles spremeni,
toda njuna vektorska vsota se ohranja. Ohranitev
gibalne koli¢ine velja za vse trke, tako za centralne ali
necentralne, preme ali posevne, kot za prozne ali ne-
prozne.

Poleg gibaine koli¢ine teles se pri trku ohranja tudi
hitrost masnega sredi$éa teles, saj vemo (gl. str. 55),
da notranje sile ne morejo vplivati na gibanje masnega
sredi$éa sistema teles. Masno sredisce teles se neod-
visno od trka giblje enako hitro, ne glede na to, ali
telesi trgita ali ne, ter kako trcita.

Zakon o ohranitvi gibalne koliine teles pri trku (gl.
4.36) lahko izpeljemo tudi iz zahteve, da mora energij-
ski zakon (gl. 4.35) veljati v vsakem inercialnem koordi-
natnem sistemu, v katerem opazujemo trk teles in
merimo njuni hitrosti pred trkom in po njem. Splosno
velja, da so fizikalni zakoni enaki v vsakem inercialnem
koordinatnem sistemu, da so torej invariantni glede na
inercialni koordinatni sistem.

Vzemimo, da imamo inercialna koordinatna sistema, ki
se drug glede na drugega gibljeta s stalno hitrostjo v,.
Hitrosti teles pred trkom in po njem so vq, v, v, in vy,
¢e jih merimo v prvem sistemu, in wy, wj, w, in wa v
drugem. Medsebojno so povezane z enacbo (1.54): w,
= Vy — V,, W) = V| — v, itd. Ker mora energijski zakon
‘veljati v enaki obliki v obeh koordinatnih sisstemih, se
enacba (4.35) v drugem sistemu glasi:

érta trka

sticna ravnina

necentratni trk
a) b)

centralni trk

Slika 4.24

premi trk
posevm trk
a) o b)

Slika 4.25

my m;

Slika 4.26

S
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maw? + maws = mwi? + mpws? + 2W, ali
Ma(Vs = Vo)? + My(Va — V)2 = my(Vi = Vo)* + ma(vh —

Vo) + 2Wy (4.35a)
Razumljivo je, da je deformacijska energija Wy enakav
obeh koordinatnih sistemih. Ena&bo (4.35) odstejemo
od enacbe (4.35a), upostevamo-enacbo (4.33) o ohrani-
tvi mase teles pri trku in dobimo enatbo: (myv,; +
MaVa)Vo = (Myv) + MyV3)Vo, ki mora veljati ne glede na
hitrost v, koordinatnega sistema. To dosezemo, e
izenagimo oklepaja: myVy + MV, = MVi + moV5, kar je
enatba zakona o ohranitvi gibalne kolig¢ine teles pri
trku. Deformacijska energija W, izpade iz raduna, torej
ta zakon velja za vse vrednosti Wy, to je ne glede na
proznost ali neproznost trka.

Neprozni trk

Po neproznem trku se telesi »zlepita« in se gibljeta
naprej s skupno hitrostjo, npr. v (vi=vhi=vg=V)..To
se zgodi pri trku lepljivih, testenih kep ali ¢e se telesi
ob trku sprimeta. Izrek o ohranitvi gibalne koli¢ine (g!.
4.36) ima v tem primeru obliko:

myvy + mMoVy = (My + Mo}V (4.36a)
Vidimo, da se po neproznem trku zlepijeni telesi
giblieta v smeri zadetne skupne gibalne koligine.
Zaradi matematiéne preglednosti vzemimo, da drugo
telo pred trkom miruje (v, = 0). Po trku se telesi gibljeta
s hitrostjo:

v = vymy/(my + my) (4.36b)

v smeri gibanja vpadnega telesa.

Pri neproznem trku se del kineti¢ne energije izgublja
na radun deformacijske energije W, (= W), ki ostane v
telesih v obliki notranje energije (telesi se npr. segre-
jeta). Poglejmo, koliksen del zacetne kineti¢ne energije
vpadnega telesa (W, = my V3/2) se spremeni v deforma-
cijsko energijo:

W, = W — W, = mV32 — (my + mp)v?/2
Wd = kag/(m1 + m2) (437)

Cim vedja je masa mirujogega telesa v primerjavi z
maso vpadnega, tem veé zacetne kineticne energije se
izgubi v deformirnem telesu kot notranja energija. Ce
npr. telo zadene ob masiven zid (m, >> my), je Wy =
W,., se vsa kinetidna energija porabi za deformacijo
(seveda, saj telesi po trku mirujeta); telo se prilepi ob
zid in obmiruje. Pa¢ pa je deformacijska energija zane-
marljivo majhna, ¢e-vpadno telo m, zadene ob izredno
lahko telo: za m, >> m, je Wy.= 0.

Primeri:

1. Balistiéno nihalo je nitno (matemati¢no) nihalo,
viseée na dolgih nitkah, tako da je njegov nihajni €as f
velik; uporabljamo ga za merjenje gibalne koli¢ine
izstrelkov in drugih hitro gibajo&ih se teles (slika 4.27).
V mirujoéo klado nihala (masa M) izstrelimo kroglico,

katere gibalno koli¢ino G = mv Zelimo izmeriti. Kro- .
glica se zarine v klado in se v njej ustavi (neprozen trk),

nakar se klada s kroglico premakne s hitrostjo v = G/(m
+ M) (gl. 4. 36b). Nihalo zaniha iz ravnovesne lege in se
odkloni za amplitudo xo, ki jo izmerimo, nakar nhiha
naprej harmoniéno z nihajnim &asom fo.- Najvedjo
hitrost ima v trenutku, ko zaniha skozi prvotno ravno-
vesno lego: vo = Xow = Xo - 27/fy (gl 1.32). Ta hitrost je
praktiéno enaka hitrosti v, ki jo nihalo dobi takoj po
trku, ée je le ¢as trajanja trka majhen v primerjavi z
nihajnim &asom t, nihala, tako da je nihalo takoj po
trku e v ravnovesni legi. Sledi: v = G/(m + M) = vp =
= 27Xy/ty ali G =~ 27x9(m + M)/to. Izmerimo prvi najvecji
odklon nihala (xo) in s tem dolo¢imo gibaino koli¢ino G
kroglice.

2. Kroglico (masa m = 50 g) izstrelimo s hitrostjo v4 =
150 m/s v vodoravni smeri v lesen blok z maso M =
= 2 kg, ki lezi na vodoravnih tleh. Kroglica se zarine v
blok. Za koliko (x) se premakne blok, ¢e je torni koefici-
ent med blokom in tiemi k; = 0,27

Po strelu se blok s kroglico zaéne gibati s hitrostjo vp =

mvy/(M + m), to ie s kineti¢no energijo Wi = (M + m)v@/

2. Med drsenjem se ta energija porabi za delo torne sile

na poti x: Wy = Fx = m%f2(M + m) = k(M + m)gx
x = m?v3[2gk(M + m)?] = 0,33 m = 33 cm

3. Mizica vzmetne tehtnice ima maso M = 0,5kg;
konstanta proznosti vzmeti je k = 40 N/cm. Na mizico
spustimo z vi§ine h = 20 cm svinceno kepo zmaso m =
2 kg. Za koliko (x) se pri tem stisne vzmet, Ce se kepa
prilepi ob mizico? "

Kepa prileti do mizice s hitrostjo v, = V2gh . Po trku
se mizica in kepa gibljeta s hitrostjo v = mvy/(M + m)
oziroma s kineti¢no energijo Wy = m?gh/(M + m), ki se
nato naloZi v proznostno energijo- stisnjene vzmeti.
Upostevati moramo $e zmanjs$anje gravitacijske poten-
cialne energije mizice in kepe med spustom za X:

Wi+ W, = W,
m2gh/(M + m) + (M + m)gx = kx*/2

Dobimo kvadratno enaébo za neznanko x; upostevamo
pozitivno reditev: x = 4,0 cm.

4, Vesoljska ladja se giblje premocrtno skozi vesolje,
ki je enakomerno posejano z drobnim vesoljskim pra-
hom. Ta zadeva ob ladjo (oz. ladja zadeva obenj) in se
prileplja nanjo, tako da njena masa naraséa s ¢asom,
vsako &asovno enoto se poveda npr. za dm/dt = av,
kjer je @ znan parameter. Kako se zaradi tega spremi-
njata s ¢éasom masa (m) in hitrost (v) ladje?

Trk ladje in prahu je neproZen, gibalna koli¢ina ladje se
ne spreminja s éasom: G = mv = mgVy, Kjer sta mo in v
zadetna masa ter hitrost ladje. Sledi:

v=mgvd/m ter
dm/dt = amgvy/m  ali
mdm = (ZmoVOdt

Po integraciji, upo$tevaje za¢etni pogoj: m = mpza t=
0, dobimo:

m = Vmg + 2amgvet ter
v = vy/V1 + 2avptimg
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5. Drsalca (m, = 60 kg in m, = 20 kg) se gibljeta enako
hitro (vp = 2 m/s) poSevno pod kotom 2a = 60° drug
proti drugemu (slika 4.28). Ko se srecata, se sprimeta. ‘ \\ \
Kolikéna je njuna skupna hitrost (v) in v kateri smeri se \ \
gibljeta (pod kotom g glede na simetralo njunih zacet- ' \\ \ L
nih smeri}? \ \

Trk je poSeven, zato moramo enacbo (4.36) o ohranitvi ' \ \
gibalne koli€ine resiti v vektorski obliki. Najenostav- \
neje je, &e jo zadovoljimo posebej za projekcije hitrosti \ \

v smeri simetrale in posebej za projekcije v pravokotni ~ "\_____\'}
smeri: m vw b7 | .

mvoCosa + myvpCosa = v(my + my)cosf
myvgsina — mevpsina = v(m; + my)sing

Xq
Drugo enacbo delimo s prvo: Slika 4.27
tgf = tga(m; = my)/(my + mz) . B=16°

Enacbi kvadriramo in nato sestejemo:

v=—2=" Vm?+ mi+ 2mmycos(2a) =
m + m2

v=18m/s | kwu k‘/’

‘ P XF
Prozni trk T a—: SO

ProZno tr&ijo elasti¢na ali prozna telesa, npr. biljardne ‘/vnf
krogle. V drugi fazi trka se deformacija (povzro¢ena v
prvi fazi) spro3ca in ob koncu trka povsem izgine; Slika 4.28

telesi povrneta prvotno obliko in notranje stanje, vsa
deformacijska energija se vrne v kineti¢éno: Wy = 0,
telesi odletita z razli¢nima hitrostma v} in v5. Prozni
trak omogocéa, da se del kineti¢ne energije prenese z
enega (hitrejSega) telesa na drugo telo (pocasnejse).

Poleg izreka o ohranitvi gibalne koligine dporabimo /
tudi izrek o ohranitvi kineti¢ne energije (4.35 z W; = 0):

MyVy + MaVy = MV + myv; (4.36)
mv2 + mv3 = myvi? + movh? (4.38)

Najprej si oglejmo premi trk. Pred trkom in po njem se
telesi gibljeta v isti érti, zato lahko vektorsko naravo
gibanja opustimo. Domenimo se le, da je hitrost pozi-

tivna, ée ima smer hitrosti v, vpadnega telesa, in nega- :
tivna v nasprotnem primeru. ; ““m

Recimo, da se telo m; s hItI’OSt]O v; zaleti v mirujoce
telo my; (v, = 0). § kolikd§nima hitrostma (vi in vy)
odletita vpadno in mirujoge telo po proZznem trku? Obe
strani enacb (4.36,38) delimo z maso m; vpadnega
telesa in vpeljemo parameter:

b)
A = mo/m

tako da se zgornji enaébi poenostavita v:

vi = V) + Avj
vi=viZ + Avi?

Iskani netrivialni reSitvi sta: “ | I I

Vi = vi(1 = A1 + A)
vh=v, - 2/(1+ A) (439) . Slika 4.29
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Vpadno telo se tudi po trku giblje naprej v vpadni smeri
(vy > 0), ée je A < 1 oziroma my > my (Ce zadene ob
lazje telo). Od teZjega telesa (A > 1) pa se odbije nazaj
(vy < 0). Ce tr&i ob masiven zid (m; > my, A>> 1), je vy
= - v; in v = 0, kar pomeni, da se odbije z enako
hitrostjo nazaj, zid pa se ne premakne. Poseben primer
dobimo za A = 1, &e torej telo tréi ob enako tezko,
mirujoée telo. Tedaj je vi = 0in v5 = v;: vpadno telo se
po trku ustavi, prvotno mirujoge telo pa odleti naprej s
hitrostjo vpadnega telesa. Telo torej izgubi vso svojo
kinetiéno energijo, ¢e elastiéno tréi ob mirujoce
enako tezko telo; izgubljeno energijo prejme prvotno
mirujode telo in jo odnese naprej v vpadni smeri (Sta-
fetna predaja energije). Ta pojav je znatilen za prozni
trk in lahko z njim preizkusamo proznost trka.

Za ilustracijo si oglejmo vrsto enakih, dotikajocih se
biljardnih krogel, ki vise na enako dolgih nitkah (slika
4.29). Ce prvo kroglo v vrsti dvignemo in nato spu-
stimo, da tr&i ob drugo, zadnja v vrsti odsko¢i z enako
hitrostjo, kot vpade prva. Prva krogla s proznim trkom
preda kineti¢éno energijo drugi (sama pa obmiruje),
druga tretji itd., dokler ne prejme energije zadnja v vrsti
in z njo odleti. Ce dvignemo dve krogli in spustimo,
odskoéita ravno tako dve krogli — predzadnja in zadnja.
S stali$¢a ohranitve gibalne koli¢ine bi lahko odskocila
le zadnja krogla (z dvojno hitrostjo), toda ohranitev
kinetiéne energije to moznost izlo¢a.

Primeri:

1. Kol zabijemo v zemljo tako, da spu$¢amo nanj pilot.
Pilot z maso m = 200 kg spustimo z vis§ine h = 1,5m.
Ko pade na enako teZek kol, se po proznem trku ustavi,
kol pa sune navzdol. Za koliko (x) se kol premakne, Ce
se tla upirajo prodiranju kola s povpreéno silo F =
= 20 kN?

Pilot prileti s kineti&no energijo mgh, ki jo s proznim
trkom preda kolu.. Ta se spusti za x in izgubi prejeto
kinetitno energijo ter gravitacijsko energijo s prema-

" govanjem upora tal:

Fx = mg(h + x) ter x = mgh/(F — mg) = 0,16 m =
16 cm

2. Kroglici my = 10g in m, = 20 g visita na enako
dolgih nitkah, tako da se dotikata. LaZjo kroglico dvig-
nemo za viginsko razliko hy = 27 cm in nato spustimo,
da elastiéno tréi ob viseéo kroglico m, (slika 4.30). Za
kolik&ni visini (hy in ho) se po trku dvigneta kroglici?
Kroglica m, tr&i ob kroglico m; s hitrostjo vy = V2gh, ;
od nje se odbije s hitrostjo vi = vy(m, — my)/(mz + M)
(g!. 4.39), to je s kineti¢no energijo my ViZI2 = (mv312)
(my — my)?/(my + my)?. Ta se med dviganjem spremeni v
gravitacijsko potencialno energijo myghy. Dobimo:

hy = ho(m, — m1)2/(m2 + m1)2 = ho/g =3cm
Mirujoéa krogiica m, odleti s hitrostjo vz = 2vymy/(my +
+ my), to je s kinetiéno energijo m,v42/2, in se dvigne za
vi§ino h,, tako da je:

h2 = V§2/29 = ho . 4m$/(m2 + m1)2 =12cm

Preveri, da velja: myhg = myhy + moh,.

3. Kroglo zaluamo z zadgetno hitrostjo vo = 20 m/s
navpiéno navzgor proti stropu na visini h = 10 m. Po
koliksnem ¢asu (1) in s koliksno hitrostjo (v) prileti do
tal, &e se od stropa odbije elasti¢no?

Krogla prileti do stropa s hitrostjo v; = Vvi-2gh =
14,3 m/s po éasu t; = (v, — v4)/g = 0,6 s in se od njega
odbije z enako veliko hitrostjo navzdol. Tla doseze s

hitrostjo v = Vvi + 2gh = v, po &asu t,, ki zadosca
enatbi: vo = vy + gy ali t, = (vo— v4)/g = 0,6 s, 0ziroma
po skupnem éasu t =t + I, = 1,2 s.

4. Elasti¢ni kroglici m; in m, skupno padata proti
vodoravnim tlom (slika 4.31). Pri katerem razmerju
njunih mas (A = mJ/m;) se spodnja krogla m; po
udarcu ob tla ustavi? S koliksno hitrostjo (v;)odsko€i
zgornja kroglica m?

Kroglici priletita do tal s skupno hitrostjo vq (slika a).
Najprej tréi ob tla spodnja kroglica m,, ki se odbije
navzgor z enako veliko hitrostjo vy in takoj nato tréi ob
Se padajoc¢o kroglico m, (slika b). Po trku se gibljeta
navzgor s hitrostma vy in vo. Ce hitrosti navzgor ste-
jemo kot pozitivne, navzdol pa negativne, se enacbi
(4.36,38) glasita:

A-1vy = v + Av,
(A+ 1)V =v2+ Av}

Netrivialna resitev tega sistema enacb je:

Vi
V2

vo(3A — 1)/(A + 1)
volA—3)/(A + 1)

Torej spodnja kroglica obstane natleh (v, = 0), Ce je A
= 3. Tedaj zgornja kroglica odsko¢i navzgor s hitrostjo
v, = 2v, in se zato dvigne na §tirikratno visino, s katere
smo kroglici spustili.

Kaj se zgodi, Ge sta kroglici enék,o tezki ali celo, e je
zgornja kroglica teZja od spodnje? )

5. Na kolikéni vi§ini (h) mora biti rob biljardne mize?
(Slika 4.32)

Biljardna krogla (polmer R) se prikotali do roba mize v
pravokotni smeri in se odbije od njega. Zelimo, da se
odkotali od roba z enako translacijsko in enako rotacij-
sko kinetiéno energijo, kot vpade.

Oster rob deluje na kroglo s silo F, katere sunek (FAt)
spremeni gibalno kolig¢ino tezi$¢a krogle od —mv; na
+mv,, to je za AG = 2mv,. Sunek navora te sile (MAt =
FhAt) pa spremeni njeno vrtilno koli¢ino od —Jow na
+Jow, to je za A" = 2Jyw (Jp je vztrajnostni moment
krogle glede na os skozi dotikali¢e = 7mR¥5). Sledi:

FAt =2mv,
MAt = Fh At = 2Jy,0

Ker se krogla kotali, je v, = Rw (gl. 3.50), in dobimo (Ce
drugo enacbo delimo s prvo): ’

h = Jow/mv, = (7/5)R

~ Posevni proini trk je precej bolj zapleten kot premi.

Ker se telesi pred trkom in po njem gibljeta v razliénih
smereh, moramo ena¢bo (4.36) o ohranitvi gibalne
koli¢ine obravnavati kot vektorsko.

4. ENERGIJA ¥
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Recimo, da se telo my s hitrostjo v, zaleti v mirujoce
telo m,. Po proznem trku telesi odskodita s hitrostma
v} in v v razliénih smereh Ker se njuna gibaina koli-
éina ohranja, je:

myvy = mvi + myvs  ali
vy = V| + Avy , A= mymy

Zgornjo enaébo nazorno prikazemo z vektorskim dia-
gramom. Na sliki (4.33) sta ozna¢ena dva mozna izida
trka, pri prvem odletita telesi z gibalnima koli¢inama
myv} in movh, pri drugem pa z myvy in myv;. Gibalni
koligini teles po trku sta sicer poljubni; vendar mora
biti njuna vektorska vsota enaka vpadni gibalni koligini
myv,. Izid trka je nadalje pogojen z izrekom o ohranitvi
kinetiéne energije (gl. 4.38), ki ima v nadem primeru
obliko:

V=vi2+ Avi2 = (vi— Av))? + Av?  ali
(A+1)vi2—2v,v3=0 (4.40)

Zanima nas, v kateri smeri in s kolikdno hitrostjo se po
trku giblje telo m,, ki je pred trkom mirovalo. Ravninski
koordinatni sistem x—y postavimo tako, da se njegovo
izhodisée pokriva s skupnim izhodiSéem vektorjev
myvy in myvh; 0s x ima smer prvotne gibalne koli¢ine
msv; (slika 4.34). Toéka (x,y) predstavlja konéno tocko
vektorja myv) v tem koordinatnem sistemu. Velja:

X% + y? = (myvy)? ter vyvh = vyvix/(mypvh) = vixim,

V enaébi (4.40) nadomestimo v, s projekcijama x,y in
dobimo:

A+ 1D +y)-2myvix =0 ali
Y+ (x=RP?=R?* ., R=mw/(A+1) (4.41)

Konice moznih vektorjev myv; torej lezijo na krogu s
polmerom R, katerega sredi§¢e je na osi x, oddaljeno
od izhodis¢a za R.

Prou&imo nekaj posebnih primerov. Pri premem trku je
y=0inx = muwvj = 2R ali vy = 2vy/(A + 1), kar Ze
poznamo (4.39). Ce sta telesi enako tezki (A = 1), je
premer kroga enak zacetni gibalni kolicini (2R = myvy)
in telesi odskogita pod pravim kotom (slika 4.35a). S
slike (4.35b) je razvidno, da se vpadno telo odbije v
smeri nazaj (v; kaze v levo), ¢e je 2R > myv; ali 2mp >
m(A + 1) = m, + m, ali my > m,; (Ce zadene ob tezje
telo).

Enadba (4.41), ki smo jo izpeljali s pomog¢jo izrekov o
ohranitvi gibalne koli¢ine in kineti¢ne energije, pove,
kak&ni trki so mozni, vendar ne zado$¢a. Da ugotovimo
dejanski izid trka, potrebujemo dodatne podatke, npr.
smer gibanja teles glede.na ¢érto trka, obliko teles,
naravo sil ob deformaciji teles ipd.

Recimo, da tréita gladki prozni . kroglici. Hitrost v,
vpadne kroglice oklepa. két a s trto trka (slika 4.36);
razstavimo- jo na projekciji vy, (v smeri Crte trka) in vy,
(pravokotno na é&rto trka): vy, = v4cosa, vy = VySina.
Ker sta telesi gladki in kroglasti, se pri trku spremeni le
normalna projekcija hitrosti vq,, tangentna vy, ostane
enaka. Zadeto telo m, odleti v smeri Crte trka s hitrostjo
v, vpadno m, pa se odbije s hitrostjo v, ki oklepa két 8
s &rto trka. Za tangentne projekcije hitrosti velja: vy =
v}, za normaine pa lahko uporabimo ena¢be premega
trka (4.39):

7

mzt__

Slika 4.30

vo - v
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Vin=Vin(A-1(A+1) -, Van = 2Vp/(A + 1)

Sledi:

tgB = vidvip = (vidvan)(A + 1)(A - 1)
tgB = tga(A + 1)/(A - 1)

Enaki kroglici (A = 1) po trku odskoéita pod pravim
kotom: f=90°in v} = vy, = vycosa. Za A >> 1 dobimo §
= a, kar pomeni, da se kroglica odbije od zelo tezke
krogle pod enakim kotom glede na &rto trka, kot vpade.

Primer:

Krogla (masa m, polmer R) se giblje translatorno s
hitrostjo v in udari poSevno ob ravno steno, tako da
vpadna smer oklepa s steno két a (slika 4.37). Pod
kolikénim kotom (B glede na steno) se odbije?

Najprej vzemimo, da je stena idealno gladka. Na kro-
glico deluje le normalna sila N, ki spremeni hormalno
projekcijo hitrosti z —vsina na +v’sing, tangentna pro-
jekcija pa se ne spremeni (ni sile v tej smeri): v cosa =
v'cospB. Izrek o ohranitvi kineti¢ne energije v tem pri-
meru zahteva: v’ = vin zato tudi § = a. Kroglica se od
gladke stene odbije pod enakim kotom, kot vpade.

_ Drugace je, te stena ni gladka, &e poleg normalne sile

N uginkuje na kroglico tudi tangentna projekcija F, ki
kroglico ob trku zakotali. Sunek te sile spremeni
gibalno koli€ino kroglice v tangentni smeri:

mv'cosf = mvcosa — F'At

Sunek njenega navora (glede na os skozi tezid¢e) pa da
kroglici vrtiino koli¢ino:

MAt = FFRAt = AI'=T = Jo = o - 2mR?/5
o = 2,5F'At/mR = (2,5/R)(vcosa — v'cosp)

Izrek o ohranitvi kineti¢ne energije napiSemo v obliki
(del vpadne translacijske kineti¢ne energije se spre-
meni v rotacijsko kinetiéno energijo odbite kroglice):
mv? = mv'? + Jo?
v = v?2 + 0,4R%? = v'2 + 2,5(vcosa ~ v cos/fl)2

Normalna projekcija hitrosti se spren{eni enako kot pri
gladki steni; spremeni se le smer: vsina = v'sing ali v’
= vsina/sinf. Dobimo transcendentno enadébo:

smzﬁ = sinq + 2 5(cosasm/3 sinacosf)?®  ali
sin? (B — @) = 0,4(sin?8 — sin%a)

ki jo najenostavneje resimo z iteracijo. Za a = 45° npr.
dobimo B = 66,8°, za @ = 0 je tudi 8 = 0 (pravokotni
vpad). Vidimo, da je odbojni kot vedji od vpadnega
(zaradi zavrtitve kroglice ob odboju).

Delno prozni trk - koeficient proznosti trka

V splodnem'¥k-teles ni niti proZen niti neprozen. Telesi
sicer odletita z razliénima hitrostma, vendar ostaneta
delno deformirani, tako da se pri trku del kinetiéne
energije spremeni v notranjo energijo deformiranih

teles. Cim bolj je trk neprozen, tem vecji. del vpadne
kineti¢ne energije se izgubi.

Stopnjo proZnosti trka lahke izrazimo s pomoéjo rela-
tivne hitrosti teles (v, = v, — v,) pred trkom in po njem
(v; = vi —vj). Po neproZznem trku se telesi gibljeta
skupno, njuna relativna hitrost po trku je torej nié: v; =
= 0. Pri proznem trku pa se spremeni le predznak
relativne hitrosti, velikost pa ne. To sledi iz zakonov o
ohranitvi gibalne koli¢ine in" kinetiéne energije (gl.
4.36,38), ki ju prepiSemo v obliko:

m1(v1 - V1) = mz("z - V)
my(v§ - v; 3 = my(v3 — 2)

Ker je v2— v'2 = (v — v')(v + V'), dobimo:

vy + vy =v,+v; ali
Vi—Ve=Vi—vy, V., =-vV,;

Koeficient proznosti trka (e) definiramo z razmerjem
absolutnih vrednosti relativnih hitrosti teles po trku in
pred njim:

e=|vi//[v | =|vi=vs|/|vs—v,| (4.42)
Zaneprozni trk je e = 0, za prozni pa e = 1. V splo§nem
je trk delno proZen in je 0 < e < 1. Parameter trka e

izmerimo tako, da spustimo kroglasto telo z dane
vi§ine h na vodoravno podlago. Krogla pade na tla s

hitrostjo v; = V2gh in se odbije navzgor s hitrostjo
vi = ev; (v2 = v; = 0) ter doseze visino h' = vi%/2g = e’h
ali

e=Vh'/h

Nekaj vrednosti: aluminij- aluminij 0,2, bron-bron 0,4,
jeklo 0,7, polistirol-jeklo 0,95, slonovina (biljard) 1,00.

Deformacijsko energijo W, ki ostane v telesih po delno .

proznem trku, izrazimo s koeficientom proznosti trka.
Enacbi (4.35,36) prepiSemo v obliko:

m1(v1 - V1 ') = mz(Vz - Vz)
my(V§ — vi%) = my(vi? — v3) + 2W;

od koder izraéunamo:

2Wy = mp(va ~Vo)(vy + vi— Vi — V) =
= my(vs— Vo)(vi — Vo)(1 + €) ali
2Wy = my{vy — vi)(vy — vo)(1 + &)

Zadnjo enaébo pomnozimo z m,, predzadnjo paz m, in
nato enacCbi sestejemo. Konéni rezultat je:
mym,

Wo=—F—""7W

—va2(
2(my+ my) Vo)1)

Primera:

1. Kroglica m, se s hitrostjo v zaleti v mirujoéo kro-
glico m,. Trk je premi in delno proZen; koeficient
proznosti trka je e. Pri katerem razmerju mas kroglic (A
= my/m4) se vpadna kroglica po trku ustavi? Koliksen
dei (p%) vpadne kineti¢ne energije se porabi za defor-
macijo kroglic?

(4.43)




Vpadna kroglica se po trku giblje s hitrostjo v} v vpadni
smeri, zadeta kroglica pa s hitrostj(_) Vo (Vo > V4).

V=V + AV,

e=(wn-v)lv ali vi=ev+ V]
Resitvi sta:

vi = v(1 — eA)(A + 1)

ve = V(1 + e)/(A + 1)

Vpadna kroglica se po trku ustavi (v; = 0), e jee = 1/A
ali my = my/e.

W, = mym,v? (1 - e?/2(my + my)
=W(1-eA+1) W= mv¥2
p=WJW,=(1-6A+1)=¢e(1-¢)

(gl. 4.43)

2. Enaki jekleni kroglici sta povezani z lahko palico
(dolZzina b = 50 cm). Vodoravno poloZeno palico spu-
stimo z viS§ine h = 40 cm nad tlemi. Leva kroglica
zadene ob medeninasto podlago in se od nje delno
prozno odbije (e; = 0,4}, desna zadene ob jekleno
podiago in se ravno tako delno prozno odbije (e, =
= 0,7). KolikSna je hitrost teziS¢a kroglic (v} takoj po
trku in s kolik§no kotno hitrostjo (w) se zavrti vezna
palica? (Slika 4.38)

Kroglici padeta na tla s hitrostjo v, = V2gh . Leva krogli-
ca se odbije navzgor s hitrostjo vy = e;vp, desna pas v,

= eoVy. Ti hitrosti sta sestavljeni iz hitrosti teZiS¢a in iz
obodne hitrosti zaradi zavrtitve palice (gl. str. 76):

Vi = Vo— (b2)w, vy=vV,+ (b2)w

Qdtod izraGunamo:

V.= + w)/2=14m/s
w = (V2 - w)b=1,0/s
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V poglavju premo gibanje (str. 14) smo obravnavali
nihanje kot primer premega gibanja; obravnavali smo
ga s kinemati¢nega stalis¢a, iskali smo &asovne fun-
kcije odmika telesa iz ravnovesne lege, njegove hitrosti
in njegovega pospeska. V tem poglavju bomo pred-
stavo o nihanju poglobili in posploSili in se zanimali
tudi za energijske spremembe.

Telo lahko niha le okrog stabilne ravnovesne lege (gl.
str. 98). Nanj mora uginkovati konservativna sila, ki ga
veZe na to lego, npr. sila proznosti pri vzmetnem
nihalu, teza pri teznem itd. Med nihanjem opravlja
konservativna sila delo, ki ga obravnavamo kot spre-
membo potencialne energije telesa. Kako telo niha, je
odvisno od tega, kako se potencialna energija telesa
spreminja z odmikom (x) iz ravnovesne lege.

‘Na sliki (5.1) je skiciran sploSen potek potencialne

energije W,(x) telesa v odvisnosti od odmika x iz sta-
bilne ravnovesne lege. V sami ravnovesni legi (x = 0) je
minimum potencialne energije; obid¢ajno vzamemo:
W,(0) = 0. Kakr8enkoli odmik telesa iz te lege pomeni
povecanje potencialne energije.

Nihajoée telo (nihalo), ki je prepuséeno samo sebi, se
slej ko prej pomiri in obmiruje v stabilni ravnovesni
legi, v kateri je njegova potencialna energija najma-
njsa. Ce telo izmaknemo iz te lege (npr. za amplitudo
Xg), moramo opraviti delo, potrebno za poveéanje
potencialne energije telesa od 0 na W(x,) (da prema-
gamo konservativno silo, ki nasprotuje odmiku telesa
iz ravnovesne lege). Potroseno delo W;(x,) obdrZi telo
v obliki pove¢ane potencialne energije in to je zaloga
energije, s katero se priéne nihanje:

W = W,(x,) zaéetna energija nihajoéega telesa.

Med priblizevanjem ravnovesni legi se potencialna
energija zmanjsuje, kineti¢na pa povecuje. Ce zanema-
rimo energijske izgube zaradi nekonservativnih sil (tre-
nje, upor), se kineti¢na energija poveéa za toliko, koli-
kor se zmanj3a potencialna, tako da se vsota kineti¢ne
in potencialne energije ne spremeni — je enaka zacetni
energiji nihala (W). Pri odmiku x se telo giblje s hitro-
stjo v. Velja:

mv3/2 + W(x) = Wp(xo) = W (5.1)

V ravnovesni legi (x = 0) se potencialna energija zma-
nja na ni¢: W,(0) = 0 in tedaj ima telo najvecjo kine-

" titno energijo m&/2, pri &emer je v, hitrost, s katero

telo Svigne skozi ravnovesno lego:
32 = Wy(xo) = W (5.2)

V ravnovesni legi je vsa energija nihala naloZena v
obliki kineticne. S to energijo se telo zaZzene skozi
ravnovesno lego in se zaéne na drugi strani oddaljevati
od nje, pri ¢emer se njegova potencialna energija
povecuje in kineti¢na zmanjsuje, dokler se nihalo pri x
= —Xp ne ustavi in je spet vsa njegova energija v obliki

. potencialne itd. Med nihanjem ‘se torej potencialna

5.

‘energija spreminja v kinetiéno (ko se telo priblizuje

ravnovesni legi), kinetiéna pa v potencialno (ko se telo
oddaljuje od nje). To medsebojno prelivanje energije iz
ene oblike v drugo se dogaja s fo¢no dolodeno frek-
venco (w), ki je lastna frekvenca nihala in je znacilna
za nihalo.




109

Nihanje nihala lahko na sliki potencialnega lonca (5.1)
predstavimo z vodoravno (€rtkano) ¢rto na »viSini« W
in recemo, da nihalo niha v potencialnem loncu na
»viSini« W, s &imer izrazimo njegovo energijo. Cim
vecja je njegova energija W, tem vedja je amplituda
nihanja (xg). ’

Nadin nihanja nihala (kako se odmik x spreminja s
casom) je odvisen od oblike potencialnega lonca, od
tega, kako se potencialna energija W, spreminja s

" krajem v sose&€ini stabilne ravnovesne lege. Na strani
16 smo obravnavali posebno vrsto nihanja, t. i. harmo-
ni¢no nihanje, pri katerem je odmik x sinusna ali kosi-
nusna funkcija ¢asa:

| x(t) = xgsin(ot) | . (gl. 1.29)

Za takSno nihanje velja:
v =dx/dt = x(;wcos(wt) = yycos(wl), Vo = Xpw
ali
vZ = vi(1-x%x}) = 0?(x3 - x?) (gl.1.27)
oziroma:
mv?2 = (m/2)e? (x§ — x?)  ali
mv?/2 + (mw?2)x? = (Mw?/2)x3

Primerjava te enatbe s splosno energijsko enaébo
nihanja (5.1) pokaZze, da imamo harmoniéno nihanje,
¢e je potencialna energija kvadratna funkcija odmi-
ka:W,(x) = (mo%2)x? (5.3)

Tedaj je najvecja hitrost vy, s katero nihalo zaniha skozi

ravnovesno lego, dana z enaébo:

mvgi2 = W,(x) = (mw¥2)x3  ali

Vo = Xpw

Najvecja hitrost je premo sorazmerna z najveéjim
odmikom, kar je znacilno za harmoniéno nihanje.

Telo v paraboli¢cnem potencialnem loncu niha harmo-
niéno. Ce se potencialna energija spreminja s kva-
dratom odmika iz stabilne ravnovesne lege, je niha-
nje harmoniéno. Vzmetno nihalo je Ze te vrste (vsaj v
mejah proznosti deformacije vzmeti).

Nihala

V splosnem je potencialna energija nihala poljubna
funkcija odmika. Ce je ta.odvisnost kolikor toliko
pohlevna, da obstajajo prvi in visji odvodi po odmiku,
lahko W,(x) izrazimo s potenéno (Taylorjevo) vrsto:

2
W,(x) = W,(0) + 1—"' (dW,/dx)o + % (d2W,/dx?) +

% (BPW/dx®yo +... - . (5.4)

Ker je v ravnovesni legi W,(0) = 0 in dW,/dx = 0 (gl.
4.31), se zgornja vrsta poenostavi v:

2
W,(x) = X? (d2W,/dx?), + % (AW, idx%), + ...

|

|

|

|

|

] +X
X

Slika 5.1
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Pri majhnih odmikih x telesa iz ravnovesne lege lahko
&lene z X3, x* ... zanemarimo v primerjavi s prvim
&lenom (z x?) in v tem priblizku je potencialna energija
kvadratna funkcija odmika:

W, (x) = % (d?Wy/dx?)ox? (5.3)

Sledi, da vsako nihalo pri maihhih odmikih (to je v
neposredni okolici stabilne ravnovesne lege) niha har-
moniéno.

Drugi odvod potenciaine energije po odmiku (ta je
pozitiven, ker se nanasa na stabilno ravnovesno lego,
gl. 4.32a) dolo¢a lastno frekvenco nihala (gl. 5.3):

o® = (1/m)(d?W,/dx?), (5.6)

Cim plitvejsi je potencialni lonec (manj zakrivljena
jama), tem manj$a je lastna frekvenca nihala v tem
loncu.

Vzmetno nihalo

sestavlja telo (masa m), privezano na lahko prozno

vzmet. Obravnavali smo ga na strani 44in v poglavju o -

proznostni energiji (str. 97). Ce je to nihalo na vodo-
ravni podlagi, tako da niha v vodoravni smeri (slika
2.31), je hjegova potencialna energija proznostna ener-
gija vzmeti (gl. 4.29):

W, = kx%2
kjer je k konstanta proznosti vzmeti. Torej vzmetno

nihalo niha harmoniéno (ne glede na odmik x) z lastno
frekvenco (gl. 5.6):

o= Vkim

(gl. 2.26)

Telo, viseCe na prozni vzmeti, katere drugi konec je
pritrjen na strop (slika 2.29), r.
ni¢no z lastno frekvenco w = Vk/m ,le danjegovarav-
novesna lega ni pri x = 0 temveé pri x = x; = mg/k (gl.
str. 43).

tako niha harmo-.

Primer:

Telo z maso m = 200 g pritrdimo na vise¢o prozno
vzmet (k = 20 N/m), ki visi s stropa. Spustimo ga z
vidine, na kateri vzmet ni ne raztegnjena, ne skréena. S
kolik§no amplitudo in frekvenco niha?

w=Vkim = 10/s

Xo = xy = mg/k =10 cm

Ko se telo spusti do ravnovesne lege x; = mglk, je
njegova kineti¢na energija najveéja (mvg2) in enaka:

mvy2 = mgx, ~ kx3/2 = (mg)%/2k  ali

Vo = gVmik = glow = wx,

T (gl. 1.28)
Xo = glw® = mglk = X,

A

Suéno (polzasto) nihalo

je sestavljeno iz telesa z vztrajnostnim momentom J, ki
se lahko vrti okrog stalne osi (vpete v leZaje). Na isti osi
je pritrjena sucna (polzasta) vzmet (slika 5.2). Da se ta
vzmet zasuce za két ¢, je potreben navor:

ki je premo sorazmeren s kotom zasuka. D je suéna
konstanta vzmeti; odvisna je od debeline in velikosti
vzmeti ter od njenih elastiénih lastnosti (gl. 6. 23).
Navor M opravlja med sukanjem vzmeti delo (gl. 4.5):

A= _[‘Md(p = Df(pdq) = Dg?/2
ki se nalaga v proZnostno energijo zasukane vzmeti:
W,, = Dg?/2 (5.7

(Primerjaj podoben izraz za proznostno energijo
vijaéne vzmeti, gl. 4.29). To je potencialna energija
suénega nihala, in ker se spreminja s kvadratom
odmika iz ravnovesne lege (k6t ¢), je to nihalo harmo-
niéno.

Nihanje suénega nihala sproZimo tako, da telo z
vzmetjo vred zasuéemo za amplitudo ¢,, s ¢imer vio-
Zimo v vzmet proZnostno energijo D¢#/2. Ko nihalo
spustimo, se zaéne proZnostna energija sproscati in
spreminjati v kinetié¢no (rotacijsko) J2%/2 (kotno hitrost
vrtenja smo tu oznacili z 2 namesto z o kot navadno,
da oznaka ne sovpada z lastno frekvenco nihala). Ko
nihalo zaniha skozi ravnovesno lego (¢ = 0, v kateri
vzmet ni zasukana ne v eni ne v drugi smeri), ima
najvedjo kinetiéno energijo JQ¥2. Velja;

JQ¥2 = Dep¥2  ali

'QO = ¢ V D/J
Kar velja za vzmetno nihalo, velja tudi za su¢no: odmik
X nadomestimo s g, hitrost v pa s kotno-hitrostjo Q.
Torej lahko zapisemo:

£y = wp,

kjer je w lastna frekvenca suénega nihala:

w=VDJ = 2at, ali

| =2V (5.8)

Suéno nihalo niha tem hitreje (s tem kraj$im nihajnim
¢asom), &im manjsi je vztrajnostni moment nihajoéega
telesa in ¢im veéja je suéna konstanta vzmeti (¢im
modénejsa je vzmet).

Suéno nihalo se uporablja pri zepnih in ro¢nih urah.
Nihajni ¢as tega nihala je namre¢ precej stalen; spre-
meni se le, e se spremeni su¢na konstanta vzmeti ali
vztrajnostni moment nihalke (npr. pri vecjih tempera-
turnih spremembah, zaradi mehanskih udarcev ali v
bliZzini moénih magnetov, ko se spremene geometrija
in elasti¢ne lastnosti nihalke in vzmeti).

S suénim nihalom lahko merimo vztrajnostni moment
togih teies. Nihalo je opremijeno z vodoravno-okroglio

H
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mizico, ki se vrti skupaj z vzmetjo. Izmerimo nihajni ¢as
nihala s prazno mizico in nato $e nihajni &as, ko na
mizico poloZimo telo, katerega vztrajnostni moment
Zelimo dolog¢iti. :

Primer:

Suéno nihalo z mizico ima vztrajnostni moment J =
= 0,005 kgm? in niha z nihajnim &asom t, = 0,8 s. Kolik
je vztrajnostni moment telesa, ki ga poloZimo na
mizico, e je novi nihajni éas t, = 2,5 s?

ty = 2aVJyD
t1 = 2JL'V(J0 + J)/D

Enadbi delimo, da se neznana suéna konstanta vzmeti
krajsa, in dobimo:

B33 = (J + Jo)ly ali
J = Jo(t/t% — 1) = 0,044 kgm?

Tezno nihalo

. Nihajoce telo je obeseno tako, da se lahko vrti okrog

vodoravne osi, tezis¢e telesa (C) je pod pritrdis&em
(osjo). Oblika telesa je poljubna, oddaljenost tezis&a od
vrtisca 0 je d, vztrajnostni moment telesa glede na os

skozi 0 je J (slika 5.3).

Potencialna -energija je tu gravitacijska potencialna
energija, ki je dolotena z visino tezi§éa. V stabilni
ravnovesni legi je teziS§e najnizje — tik pod vrtiséem
(slika 5.3a). Ko nihalo zasukamo za két o, SE tezisCe
dvigne za h = d(1 — cosq) in potencialna energija

nihala se poveéa za
W, = mgh = mgd(1 — cosgy,) (5.9)

Vidimo, da se potencialna energija spreminja s kosinu-
som odmika @, torej ni kvadratna funkcija in zato
tezno nihalo v splodnem ne niha harmoniéno. Kva-
dratno odvisnost potencialr}e energije od kota in har-
monicno nihanje dobimo le za majhne amplitude gq, ko
lahko zapiSemo: 1 - cosg, = 2 sin%(@y/2) =~ &2 ter

W, =~ (mgd/2)p3
Ko dvignjeno nihalo spustimo, zaniha skozi ravno-
vesno lego z najveéjo kotno hitrostjo £2, oziroma z

najvecjo kinetiéno (rotacijsko) energijo:

JQY2 = (mgd/2)¢} ali
£ = @0 Vmgdld = g

Lastna frekvenca teznega nihala pri majhnih amplitu-
dah nihanja je:

VimgalJ | ©:10)

Pri veéjih amplitudah je izraz bolj zapleten, nihanje ni
ve¢ harmoniéno in nihajni &as je odvisen od ampli-

. tude. Racunamo takole:

Slika 5.2

Slika 5.3

Slika 5.4
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Pri odkionu @ ima nihalo potencialno energijo mgd(1 —
— cosg) in kineticno energijo JQ%2; obe skupaj sta
enaki zadetni potencialni energiji:

mgd(1 — cosg) + JQ%2 = mgd(1 — cosgy) ali

Q =V2w, Vcosp—-cosp, , wy=VmgdJ

Q = do/dt

lzraza za Q izenaéimo, dobljeno enaébo preuredimo in
integriramo: :

/4 %o

Va2 wofdt = fu(cosqa - cosq) 2de
‘0 0
Po
to = (2V2 Jwy) [ (cosp — cosge) *de

0
ty = (2n/wo)[1 + (%)Zsinz(%/z) +
1.3

2imd '
+(2'4)sm(<p0/2)+...] (5.11)

V splosnem je nihajni éas téinega nihala odvisen od
amplitude; je daljsi, ¢e je amplituda vegja. Le pri maj-
hnih amplitudah je neodvisen od amplitude.

Primeri:

1. Matematiéno nihalo je najenostavnej$a vrsta te-
nega nihala: vsa snov je priblizno enako oddaljena od
vrti&a, npr. kroglica na koncu niti, utez na koncu lahke
palice ipd. J = md?

w=-Vg/d ali

t, = 27Vdlg - 612

Nihajni éas matematiénega nihala je odvisen od dol-
%ine in od teznega pospeska. Cim dalj$e je nihalo, tem
vedji je nihajni éas. Seveda velja to le' za majhne
amplitude nihanja.

Z matemati¢nim nihalom lahko merimo tezni pospesek
g; izmerimo nihajni &as danega nihala in izratunamo g
= d(2na/ty).

Podobno kot matematiéno nihalo -niha vodoravno

polozena palica (ali plos¢a), katere konca visita na
enako dolgih nitkah, e jo poZenemo tako, da niha
translatorno sem ter tja. '

2. Nihajoéa palica. Palica z maso m in dolzino b (z
enakomernim prerezom) je vrtljiva okrog enega konca.
S kolikdnim nihajnim ¢asom niha, ¢e so amplitude
majhne?

d=1b/2,J = mb¥3 (gl. 3.38a)
ty = 2nVJimgd = 2xV2b/3g (5.12a)

Palica niha tem poéasneje (z dalj§im nihajnim ¢asom),
¢im daljSa je.

Poglejmo, kako je nihajni ¢as t, palice odvisen od lege
vrtisa. Recimo, da palica niha okrog vrtis¢a 0, ki je za
x oddaljeno od sredine (teZis¢a) palice. Pri katerem x je
nihajni ¢as najkrajsi? (slika 5.4).

d=x J=mb212 + mx2

t, = (2n/Vg ) Vx + b?12x

Nihajni ¢as je najkraj$i (je minimum) pri tistem x, za
katerega je odvod izraza pod korenom po x enak ni¢ to

je: 1~ b¥12x% = 0 ali x = b/2V3.

Okrog vrtisda pri- tej oddaljenosti od sredine palice -

niha palica z najkraj$im nihajnim ¢asom: 27 Vb/y3 g .
Pomembno je, da je nihajni ¢as pri tem vrtiSéu malo
odvisen od x in se zato ne spremeni zaznatno, Ce se
vrti§€e nekoliko izrabi.

3. Ploséica niha sem ter tja po dnu kroglaste jamice
(polmer r, slika 5.5). Ko plos¢ico izmaknemo iz dna in
dvignemo za h = r(1 — cosgy), pri temer je @, najvedji
kotni odmik plo3g&ice iz ravnovesne lege na dnu jamice
(merjen iz sredid¢a krivine jamice), se potencialna
energija plos¢ice poveta za mgh = mgr(1 — cosgg) =
mgrg?/2 (za majhne amplitude ¢). Ko ploscica pridrsi
(brez trenja) do dna jamice, ima najve¢jo kineti¢no
energijo mvy/2 = mgrg/2. Sledi:

Qo = vo/r = VaIr gy = ogy = (27/to) o

Iy = 2.71:Vr/g

(podobno kot nitno nihalo)

S kolikénim nihajnim &asom pa se po kroglasti jamici
kotali sam ter tja kroglica s poimerom R?

Razlika v primerjavi z drseco plo&¢ico je v izrazu za
kinetiéno energijo na dnu jamice. Kotaleca se kroglica
ima kinetiéno energijo: mvy/2 + JQ¥/2 = (mvy2) (1 + J/
mR?) = mg(r—- R)p¥2 ali -

vo = Vglr— R(1 + JmA? @ = (r— A2,
2 = Vall(1 + ImR%)(r= Rl @ = oo = 2/t

Za kroglico je J = 2mR?/5 in zato:
"1, = 22V7(r - R)/5g

Vprasanje je, kako mora biti oblikovana jamica, da je
nihanje plosgice (kroglice) v njej harmoni¢no ne glede
na velikost amplitude.

(5.12b)

4. Nihanje tekoéinskega stebra v cevi z obliko ¢rke U
(trenje zanemarimo). Steber homogene teko€ine ima
enak prerez, dolzina je b, masa na enoto dolZine stebra
je u.

V ravnovesju sta gladini teko&ine v obeh krakih cevi
enako visoko (slika 5.6a). Ce se gladina v desnem
kraku dvigne za X, (in v levem spusti za x,), se gravita-
cijska potenciaina energija tekoginskega. stebra
poveda za ux,g * Xo, to je za W, = ugx3 (slika 5.6b, del
tekodine iz levega kraka z dolzino x, prenesemo na vrh
desnega). Ker je potencialna energija W, odvisna od
kvadrata odmika, je nihanje harmoni&no. Steber teko-
&ine zaniha skozi ravnovesno lego s hitrostjo vo, tako
da je:

ubvi/2 = ugx3 ali
Vo = V2g/b Xp = WXy = (27E'/t0)X0

(5.12c)
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Reducirana dolzina nihala

Izraz za nihajni €as Iy poljubnega teZnega nihala, ki
niha harmoniéno, Zelimo napisati v obliki, kot velja za
nitno (matematiéno) nihalo. Spradujemo se, na koliks-
no eddaljenost od vrtiséa (na reducirano dolZino
nihala - d,) bi morali zbrati VS0 8nov nihala, da bi dobili
enak nihajni ¢as:

tq = 2xVimgd = Ean,/g ali

=J/md (5.13)

‘Reducirana dolZina nihajo¢e palice (gl. §.12a) je d, =
= 2b/3, kar pomeni, da palica z doizino b niha z enakim
nihajnim. ¢asom kot nitno nihalo z dolZino 2h/3,

Poi¢i reducirano dolzino za kroglo, ki niha okrog
vodoravne osj skozi njen vrh.

Neduseno nihanje

Ko zunanja sila izmakne nihalo iz ravnovesne lege in
ga odkloni za amplitudo xo, opravi delo, ki ga prejme
nihalo v obliki potencialne energue W,(xo). Cim veé
energije prejme nihalo, s tem vedjo amplitudo niha,
tako da je amplituda- merila za energijo nihala. Med
nihanjem se potencialna energija spreminja v kine-
titno in abratno. Ko gre nihalo skozi ravnovesno lego,
ima vso energijo v obliki kineticne. Pri najvejem
odmiku (x = X, v amplitudi, kjer se nihalo ustavi in
spremeni smer gibanja) pa je energija nihala v obliki
potencialne. Ce zanemarimo izgubo energue nihanja
zaradi nekonservativnih sil (trenje, upor), je vseota kine-
tiéne in potencialne energije stalna (se ne spreminja s
¢asom) in enaka zacetni potencialni energiji; '

W, (%) + Wi = kenst, = Wp(Xo) = Wi(x=0) (5.14)

Nihanje nihala pomeni medsebojna spreminjanje in
prelivanje potencialne In kinetine energije (ob stalni
vsoti). Ko je potencialna energija najvedja, je kinetiéna
nié in ko je potencialna nié (v ravnovesni legi), je
kineti¢na najvegja. Nihalo se po vsakem nihaju odkloni
za enako amplitudo x, in dvigne skezi ravnovesno lego
z enako najved| hitrostjo vy = weXp, kjer je wp lastna
frekvenca nihala. To se stalno ponavlja. Takéno niha-
nje je neduseno. Amplituda nedusenega nihala je
stalna.

Na sliki (8,7) je skicirana edvisnost potencialne ener-
gije W, in kinetiéne W, od edmika x. Vodoravna &rt-
kana érta predstavlja celotno energijo nihala: W =
= W + W, ki je stalna,

Poseben primer nedusenega nihanja je harmoniéno
_nihanje, pri katerem se odmik spreminja s asom po
sinusni ali kesinusni funkciji (g, str, 16):

X = Xgsin(mwel)
-y = lastna frekvenca nedusenega nihala
v = dx/dt = X,woCo8(wel) = Voeos(wol)

Potencialna energija harmoniéno nihajogega nihala je .
kvadratna funkeija odmika (gl. 5.5):

W, = % (@ Wy dxIox? = (mad2)x® =

= (mwixf/2)sin*(wot)

B Visokodolska fizika 1. del

A
1
ke
=)
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Kineti¢na energija se spreminja s ¢asom po enadbi:
Wi = mv32 = (mx3wi/2)cos?(wyl)
Vsota obeh je zares neodvisna od éasa'

w, + Wk = (mx0w0/2) [smz(wot) + cos¥(wot)] =
= mx0w0/2 =mvy2 =W, p(Xo)

kar je znadilno za neduéeno nihanje.

Diferencialna enacba nedusenega nihanja podaja
zvezo med odmikom x in njegovimi ¢asovnimi odvodi,
kakrSna obstaja pri nedusenem nihaniju. Doblmo je
tako, da izraGunamo pospesek:

a = dv/dt = — xwisin(wet) = — wx

Ker je a = d(dx/dt)/dt =
po &asu), dobimo:

diferencialna enaéba (5.15)
2 2 2y,
liX/dt t WX = O—I nedu$enega nihanja

d?x/dt? (drugi odvod odmika

Resitev te enacbe je sinusna ali kosinusna funkcija
€asa z lastno frekvenco wy, to je: x = xgsin(wyl) ali x =
= XoC0S8(wpl), pri Eemer je amplituda x, poljubna.

Diferencialno enacbo nedusenega nihanja obidajno
izpeljemo s pomodjo Newtonovega zakona dinamike
F = ma. Za vzmetno nihalo postopamo takole:

Ko je telo z maso m, ki je privezano na prozno vzmet s
konstanto k, odmaknjeno od ravnovesne lege za x,
deluje naj konservativna sila raztegnjene prozne
vzmeti — kx, ki ga vie€e nazaj k ravnovesni legi. Pod
vplivom te sile dobi telo pospesek a:

ma = — kx = md?x/dt? ali
d2x/d2 + (Km)x = 0, w, = Vkim

Duseno nihanje

NeduSeno nihanje je idealen primer, saj v resnici nikoli
ne moremo odpraviti energijskih izgub zaradi nekon-
servativnih sil. Dejansko nihalo po vsakem nihaju
izgubi nekaj svoje energije, npr. zaradi trenja ali upora,
in amplituda nihanja se s éasom zmanjsuje. Pravimo,
da je nihanje duseno. Zaradi duenja se amplituda
nihanja slej ko prej zmanjsa na tako majhno vrednost,
da nihanje komajda $e zaznamo.

Recimo, da nihanje nihala dusi upor tekoéine, v kateri
nihalo niha. Pogosto je sila upora (F,) tekoéine premo
sorazmerna s hitrostjo gibanja telesa skoznjo, npr.:

F,=—yv° (gl. str. 173)

, (5.16)

S prédznakom minus izrazimo dejstvo, da sila upora

nasprotuje gibanju. Parameter y je odvisen od velikosti

in oblike telesa ter od vrste in stanja tekoéine (npr.

viskoznosti, temperature). V kratkem &asu dt, ko se telo

premakne za dx, opravi sila upora negativno delo dA =

= F-dx = —y v-dx, ki zmanjsa celotno energijo W

nihala (vsoto kineticne in potencialne energije, gl.
5.14):

dW =dA =-yv-dx

Delimo s &asovnim intervalom dt, da dobimo spre-
membo v ¢asovni enoti.

dWidt = dA/dt = —y v - dx/dt = —y v+ v = =2 =
= —(2y/m)W, (5.17)

»Hitrost« manj8anja celotne energije nihala je premo
sorazmerna s kineti¢no energijo. Torej nihalo najhi-

treje izgublja svojo energijo v ravnovesni Iegl in naj- -

manj v amplitudi.

Na duseno nihalo uéinkuje poleg konservativne sile, ki
omogoca nihanje (npr. —kx pri vzmetnem nihalu), Se
nekonservativna sila —yv, ki nihanje ovira in dusi. Pod
vplivom teh dveh sil telo niha s pospeskom a, tako da
je:

ma=—-kx—vyv ali’
d®x/df + (ym)dx/dt + (kkm)x = 0

Pisimo: k/m = « (lastna frekvenca nedusenega nihala)
in yym = 2 (faktor 2 zaradi kasnej$e enostavnosti).

diferencialna
|d2x/df* + 26 dx/dt + wix = 0] enacba (5.18)
dusenega nihanja

Parameter 8 se imenuje koeficient dusenja in je merilo
za stopnjo dusenja (ima dimenzijo /s).

Zanima nas resitev zgornje diferencialne enacbe, torej
kako se odmik x spreminja s &asom, e je nihanje

- dudeno. Enacba se razlikuje od enadbe nedusenega

nlhanja (5.18) po ¢lenu s prvim odvodom odmika po
Casu, ki je posledica dugenja. Ce je ta &len zanemar-
ljivo majhen (Sibko dusenje), se x spreminja s ¢asom
kot pri nedusenem nihanju, to je sinusno s stalno
amplitudo X, in z lastno frekvenco w, Dusenje pa
povzro¢a, da se amplituda nihanja s éasom zmanjsuje
(videli bomo, da eksponentno) in da se tudi frekvenca
nihanja zmanj$a (od w, na wy).

Diferencialna enacba (5.18) za funkcijo x(t) se poeno-
stavi, ¢e vpeljemo novo funkcijo y(f), ki je povezana z
x(f) po enacbi:

X(t) = exp(-Biy(t) (5.19)
Tako izrazehi x(t) dvakrat odvajamo po fin oba odvoda
vstavimo v enagbo (5.18). Clen s prvim odvodom funk-
cije izpade in dobimo enostavno diferencialno enadbo:

d?y/df? + (w3 - By = 0

kakr3na velja za neduseno nihanje s frekvenco:

wg=Vaoi-p (5.20)

Torej se y spreminja s éasom sinusno ali kosinusno s
frekvenco wj.

Konéna resitev diferencialne ena&be (5.18) za duseno
nihanje ima tako obliko:

| x(t) = xpexp(- Bsin(gt) | (5.21)

Graf te funkcije je na sliki (5.8); &rtkani krivulji predsta-
vljata + xgexp(- ft), to je asovno spreminjanje ampli-
tude nihanja.
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Amplituda duSenega nihala se zmanj$uje s éasom
eksponentno, in to tem hitreje, &im moé&nejse je duse-
nje, ¢im vedji je faktor dusenja (B). Pri Sibkem dusenju
je B majhen in je zato amplituda nihanja praktiéno
stalna.

Obratna vrednost koeficienta dusenja (1/8) je ¢éas, v
katerem se amplituda nihanja zmanj§a za faktor e =
= 2,718. Zmanj$evanje amplitude nihanja zaradi duse-
nja véasih izrazimo s t.i. logaritemskim dekrementom
(A), ki ga definiramo kot naravni logaritem koliénika
amplitud nihanja po preteku nihajnega &asa t, = 27/w,:

__exp=p)  _ e
expl it + )] " OXPBla) = Bty = 2l

A = 2nf(wf— p7) 7 (5.22)

Dusenje najbolj opazno vpliva na amplitudo nihanja, ki
se zmanj$uje eksponentno s ¢asom, tako da nihalo slej
ko prej preneha nihati. Nekoliko manj vpliva na frek-

venco — zmanij$a jo od wy na wy = Vwi — 2 , tem bolj,
¢im mocénejSe je. Moéno duSeno nihalo niha zelo
pocasi, z dolgim nihajnim éasom. Ce je dusenje dovolj
mogno, lahko nihanje celo povsem prepredi. Pri = w,
je wy = 0, kar pomeni, da za g > w, nihanje ni veé
mozno.

Ko nihalo odmaknemo za amplitudo X, in nato izpu--

stimo, se za€ne pribliZevati ravnovesni legi, pri éemer
se njegova potencialna energija spro$¢a. Ce ni duse-

" nja, se spreminja v kineti¢no energijo in nihalo pride
. do ravnovesne lege z dovolj veliko kinetiéno energijo,

da 8vigne skoznjo in se na drugi strani »dvigne« do
enake amplitude x,, s katere smo ga spustili. Pri moéno
dusenem nihalu pa se spro$¢ena potencialna energija
preteZno porablja za premagovanije dusilne sile in se le
malo nalaga v kinetiéno energijo: nihalo doseze ravno-
vesno lego s premajhno kineti¢no energijo. Pri 8 > wq
porabi dudenje prakti¢no vso spro$&eno energijo in
nihalo se pocasi priblizuje ravnovesni legi, v kateri
obstane; nihanja ni.

V sploSnem vsako nihalo niha bolj ali manj dudeno, le
da smemo obravnavati nihanje kot neduseno, ¢e je
dusenje dovolj Sibko, da se v &asu opazovanja ampli-
tuda praktiéno ne spremeni, (ée je ¢as opazovanja
majhen v primerjavi z 1/).

Vsiljeno nihanje

Lastno nihanje nihala je bolj ali manj dugeno in se slej
ko prej udusi. Ce Zelimo kljub dusenju vzdrzevati niha-
nje s stalno amplitudo (to je neduseno nihanje),
moramo izgubljeno energijo sproti nadomesdéati. Koli-
kor energije izgubi nihalo v nihajnem &asu zaradi duse-
nja, toliko mu je moramo dovesti. Energijo moramo
dovajati v pravih trenutkih, tako da nihanje pospesu-
iemo. Zaradi dusenja doseze nihalo ravnovesno lego s
premajhno kinetiéno energijo. Zato moramo nihalo
pospesiti, ko gre skozi ravnovesno lego, in mu dovesti
manjkajoc¢o kinetiéno energijo. Pravilen in pravoéasen
dotok energije regulira samo nihalo (t. i. samokrmi-
lieno nihalo). Nihalo ima zalogo energije v obliki gravi-
tacijske potencialne energije dvignjene utezi (npr. pri
starih stenskih urah) ali v obliki proZnostne energije

" navite polzaste vzmeti (pri Zepnih in ro&nih urah ter
buditkah). Pri elektri¢nih urah pa potrebno delo opra--

8*

Slika 5.8
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vlja vir elektriéne napetosti, ki peganja nihalko. Nihalo
samo v pravem trenutku »odpre« zalogo energije, da
se ta sprosti za toliko, kolikor je potrebno za nedugeno
nihanje z dano amplitudo,

Druga 'moznost, kako dobiti nihanje s stalno ampli-
tudo, je da nihalo stalno poganjamo z zunanjo (vsi-
lijeno) silo.

Recimo, da poganjamo nihalo, ki samo zase niha z

lastno frekvenco wy, z Zunanjo silo F(#), ki se spreminja
s ¢asom sinusno z amplitudo-F, in frekvenco w:

F(t) = Fgsin{ot) (5.23)

Pravimo, da nihalu vsiljujemo nihanje z vsilieno frek-
vence .

Na nihalo torej u¢inkujejo tri sile; konservativna sila, ki
vleée nihalo k ravnovesni legi (= kx pri vzmetnem
nihalu), nekonservativna sila, ki dusi nihanje (= yv), ter
zunanja, vsiljena sila F(t). Vse tri skupaj dologajo
pospesek nihajotega telesa:

ma=-Kkx-yv+ Kt
d®x/d? + (y/m)dx/dt + (kim)x = (Fym)sin(wt)
d2x/df? + 2Bdx/dt + wix = (F/m)sin(w?) (5.24)

Dobili smo nehomogeno diferencialne enatbo vsilje-
nega nihanja za odmik x({). Nehomogeni &len te
enaédbe (to je ¢&len, ki ne vsebuje iskane funkcije x ali
njenih odvodov) na desni strani enacbe vsebuje
gonllno silo F(1), Matematika nas uéi da je sploéna
kcija x(t) sestavljena iz splosne reénve ustrezne homou
gene enaéhe (Ge namesto nehemogenega ¢lena na
desni strani enagbe postavime ni¢) in iz t. . partiku-
larne resitve, ki je p@vezana neposredno z nehomoge-
nim Glenom:

X(0) = X(8) + %) (5.25)

Resitev homogenega dela enagbe, x(1), Ze pozname,
to je namreé resitev za duseno nihanje (5.21):

xp(f) = XpexXp(= Ah)sin(wyt)

Ta reditev predstavlja lastno nihanje nihala, ki je
duseno, Po éasu >> 1/8 ko lastno nihanje izzvenl,
ostane le partikularna reSitev xy(f), ki je nepasredno
posledica vsiliene sile F(t). To resitev poiséeme z na-
stavkom:

Xo(1) = Assin(wl) + A.cos(wl) (5.26)

v katerem izberemo neznani konstanti A, in A; tako, da

zadosta nehomogeni diferencialni enaébi (5.24) za
vsak Cas f. Nastavek (5.26) vzamemo kot resitev x(),
izragunamo prvi in drugi odvod po ¢asu ter vse skupaj
vstavimo v enaébo (5.24). Dobimo: .

(w§ — 0?) (Ajsinat + Ascosml) + 2ﬁw(A1coswt -
Assinwl) = (Fy/m)sinwt

Leva stran te enacbe je za vsak enaka desni strani le,
e se posebej ujemajo faktorji Clenov, ki vsebujejo
sinwt, in posebej élenov, ki vaebujejo coswt, to je e
velja:

((l)g - Cl)g)A1 - Z,Bﬂ)Ag = FQ/m
(0§ ~ w?)Ag + 2PwA; = 0

Qdtod izraGunamo:

AylAg = = (wf ~

/2ﬂa) ter
AR+ AR = (Fym)P[(wh =

2)2 + 4/32 2]

Nastavek (5.26) za vsiljeno nihanje obi¢ajno napi§emo
v oblikl: Asin(wt -~ 8), to jJe kot sinusno nihanje z
amplitudo A, ki pa v fazi zaostaja za nihanjem.vsiljene
sile F(1) = Fosin(wt) za két 8. Namesto konstant A in A,
torej raje uporabimo konstanti A in &, ki imata fizikalni
pomen. Zveza med njimi je:

Assin(wl) + Axcos{wt) = Asin(wt~ 8) =
= Asin(of) cosd — Acos(wf)siné ali
A1 = ACOSS

Ap = — Asind

Drugo enacho delimo s prvo in dobimao:
196 = — AA; = 2Bwl(wf ~ w?)
Prve in drugo enaébo kvadriramo ter nato sestejemo:
AL+ A3 = AP = (Fym)/(wf ~ 0?)? + 460
Zakljuéek: Ce poganjamo nihalo s periodiéno zunanjo
silo F(f) = Fesin(ef), ¢e mu vsiljujemo nihanje s frek-
venca w, je nihanje nihala takoj po vzbujanju &e sesta-
vljeno iz lastnega in vsiljenega nihanja. Ko lastno niha-

nje zaradi dudenja izzveni (x, — 0), ostane le nihanje s
frekvenca w veiljene sile (x = x,):

| x(t) = Asin(wt - 8) | (6.27)

ki ima amplitudo:
A = (Fym)[(wf = w®) + 420 (6.28)
in zaostaja za vsiljeno silo F(1) za két &

196 = 200/(0f - v?) (5.28a)
Nihale sicer niha s frekvenco vsiljene sile, vendar v
sploénem ne niha so&asno z njo (&4 0). Celew < w
(vsiliena frekvenca manj8a od lastne), je § > 0.in
nihala zaostaja za vsiijeno sile. Pri o > ay Je 6 > 80°
(nihalo prehiteva vsiljeno silo). Graf odvisnosti faznega
zaostanka & od vsiljene frekvence @ je na sliki (6.9).
Narisane so krivulje za razliéne stopnje dusenja (f).
Izstopa neduéeno nihalo (8 = 0): ¢e mu vsiljujemo
nihanje z @ < ay, je 6 = 0 (nihale niha sotesno — v fazl s

“gilo ). Pri @ > wq pa je 8 = m (nlhalo udarja v nasprotng

smer, kot suva slla; niha v protifazi s slle). Prie = wy je
8 = n/2, ne glede na stopnjo dusenja (za vse ). Teda]
se pdmik spreminja s ¢asom kosinusno: x = Acos(wi),
kar pomeni, da je vsiljena sila F = Fgsin(wt) enaka nié
tedaj, ko je odmik najveéi (ko se nihalo ustavi v ampli-
tudi in spremeni smer hitrosti), ter najvetja v ravno-
vesni legi (x = Q), ko je hitrost nihala najvegja. Vidimo,
da se pri @ = g hitrost nihala spreminja s &asom
enako kot vsiljena sila, tako da sila v veakem trenutku
pospesuje nihanje. Pravimo, da |e veiljena sila tedaj v
resonanci z nihalom.
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Amplituda A vsiljenega nihanja je seveda premo soraz- *

merna z amplitudo F, vsiljene sile, toda odvisna je tudi
od koeficienta dugenja (8) in predvsem od razmerja
vsiljene frekvence w glede na lastno frekvenco g
nihala. Slika (5.10) prikazuje odvisnost amplitude A od
vsiljene frekvence w za razliéne stopnje dusenja (), to
je prikazuje graf A(w) po enadbi (5.28).

Pri zelo potasnem vsiljevanju (w << wp) je A = Fo/(mw8)
= Fy/k (za vzmetno nihalo) neodvisno od stopnje duse-
nja. V tem obmoé&ju frekvenc nihalo zvesto sledi
(sodasno in s stalno amplitudo) vsiljeni sill. Ko se o
pribliza wo, se amplituda A vsiljenega nihanja poveéa,
in to tem mod&neje, &im Sibkejse je dusenje (manjsi B).
Ce nedusenemu nihalu (8 = 0) vsiljujemo nihanje z
njegovo lastno frekvenco (w = wp), se amplituda niha-
nja zelo (skoraj neskon&no) poveda, To razumemo: ker
ni energijskih izgub, se delo vsiljene sile (ki je v reso-
nanci najvedje) nalaga v nihalo, katerega energija (in
amplituda) se zato po vsakem nihaju povecuje. Duse-
nje zmanjéuje izrazitost resonance: &im vedji je B, tem
manj amplituda naraste, ko se w pribliza wo. Poleg tega
se maksimum amplitude pomika h krajsim frekvencam,
Ge B naradéa.

dA/dw = 0 pri @ = Wmex
(odvajamo le izraz pod korenom v enagbi 5.28)

2(508 0 max) (_ 2Wmay) + 4/3 20mex = 0

Whax = 0F - 23 (5.29)

Vidimo, da maksimuma amplitude A ni (wmex NE
obstaja, ni realen), &e je 282 > w§. Premo&no dudenje
onemogo¢di resonanco. ‘ :

Kako reagira nihalo, ¢ mu vsnju1emo zelo hitro niha-
nie? Za g > wy je A = Fo/(mw?) in tgd = - 2f/w.
Amplituda nihanja gre torej k ni¢, ¢e w narasca prek
vseh meja, fazna zakasnitev  pa se priblizuje . Nihalo
ne more slediti zelo hitremu vsiljenemu nihanju, zato
sploh ne niha. Kolikor Ze niha, pa niha v protifazi s silo:
nihalo udarja ravno v nasprotno smer Kot sila.

Poglejmo $e, kolik§na je mo& vsiljene sile med vsilje-
nim nihanjem.

P(t) = F(t)v = Fgsin(wt) + Awcos(wt — d)
= FoAw[sin(wt) cos(wt) cos(8) + sin®(wt) sin(8)]

Ker se mo& spreminja s &asom, poiéemo njeno pov-

preéno vrednost P v teku nihajnega &asa t) = 27/w

_ vsilienega nihanja (gl. 4.8):

&
P = (1/t) 6f Pt = (Fy2)wAsin(6)

Uporabimo e enadbi (5. 28 in 29) za A in tgé ter do-
bimo:

= (FRpIm)w?[(wf- 0?)f + 4B%0% (5.30)

Z ena&bo dP/dw = 0 se prepritamo, da je povpret&na

* moé najveéja pri w = wyp, to je v resonanc: (ne glede na

stopnjo dudenja):
Prmax = P(w = wo) = F§/(4mp) (5.30a)

Ce ni dusenja (8 = 0), je povpreéna moé gbnilne silev
resonanci (o =) zaras neskonéno velika.

Slika 5.10
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.Vsaka konstrukcija ali zgradba, npr. strop, stena, drog,
steber itd., je nihajoéi sistem z dano lastno frekvenco.
V sploSnem je lastna frekvenca sistema tem manjsa,
¢im masivnejsi in vedji je sistem (odvisna je tudi od
njegovih elastiénih lastnosti). Pogosto se zgodi, da je
tak sistem podvrZen zunanjemu nihanju, da nanj ucin-
kuje periodiéna zunanja sila. Paziti moramo, da je
vsiljena frekvenca ali velika ali majhna v primerjavi z
lastno frekvenco sistema, da se izognemo resonanci. V
resonanci namrec¢ lahko Ze razmeroma Sibko vsiljeno
nihanje povzroéi zaznatno nihanje sistema (posebno
Ce je dusenje Sibko), ki lahko sistem poskoduje ali celo
uniéi. Ritmi¢ni vetrovni sunki lahko gbudijo resonan¢-
no nihanje visokih in vitkih stolpov, stebrov ali visegih
mostov.

Sklopljeno nihanje — utripanje

Zgodi se, da so nihala medsebojno povezana, npr. z
elasti¢nimi vezmi, prek katerih uéinkujejo drugo na
drugo. Pravimo, da so nihala skiopljena.

Na sliki (5.11) sta narisani enaki tezni nihali | in II, ki sta
pritrjeni na skupni strop. Ceprav sta nihali Ze sklopljeni
prek stropa, njuno sklopitev dodatno oja¢imo s prozno
vzmetjo, ki jo pritrdimo na nihali (npr. na oddaljenosti b
od vrti§¢). Med nihanjem nihal se vzmet razteza in kréi
ter tako vpliva na njuno nihanje. Cim bolj je pritrdiée
vzmeti na nihali oddaljeno od vrti$¢é (¢im vedji je b), tem
moéneje vzmet udinkuje na nihali, tem moéneje sta
nihali sklopljeni.

Recimo, da izmaknemo nihalo |l iz ravnovesne lege (za
amplitudo g¢y), nihalo | pa obdrzimo na mestu (sklopi-
tvena vzmet se pri tem raztegne). Ko nihali spustimo,
zagneta nihati. Takoj v zagetku ima energijo le izma-
knjeno nihalo Il, ki za&ne nihati z najve¢jo amplitudo
@o- Toda s svojim nihanjem nateguje vzmet in prek nje
sili prvotno mirujo¢e nihalo | v nihanje. Posledica tega
je, da se energija izmaknjenega nihala prek vzmeti
prenasa na nihalo |, katerega amplituda nihanja zato
narasca, medtem ko se amplituda nihala Il zmanjsuje.
Cez nekaj ¢asa se nihalo It ustavi in tedaj nihalo | niha z
najvecjo amplitudo (s ¢, ¢e zanemarimo energijske
izgube). Tedaj je celotna energija nihanja nalozena v
nihalu 1. Nato se pojav ponovi v nasprotni smeri itd.
Sklopitvena vzmet torej povzroca, da se energija niha-
nja preliva iz enega nihala v drugo in obratno. Videli
bomo, da je frekvenca taksnega. prelivanja tem vedja,
¢im mocneje sta nihali sklopljeni. Seveda se med preli-
vanjem nekaj energije tudi izgublja (zaradi nekonserva-
tivnih sil — trenja in upora zraka), zato nihali nihata
duseno in se slej ko prej ustavita.

Poglejmo, kako nihata sklopljeni nihali | in Il. V nekem
trenutku je npr. nihalo Il odmaknjeno v desno za két g,
nihalo | pa za két ¢; v enako smer. Vzmet je tedaj
raztegnjena za x = b{(g, — ¢4). Na nihalo I deluje navor
njegove teze (— mgdg,, pri majhnih kotih) ter naver —
Fb = — kb® (@, — @) sile proznosti raztegnjene vzmeti.
PospeSek a, tega nihala zato zado$¢a enacbi (3.27):

Jap = — mgd, - b’k(@, — ¢;) = Jd?@,/dt?
Podobna enaéba za nihalo | ima obliko:

Jay = bPk(@, — 1) — mgde; = JdPp,/dt?

ali;

dz%/dtz =- (ug;m + D(p2— @)
d@a/dt* = ~ wi@s — D(go — ¢4)

(5.31a)
(5.31b)

kier je wp = Vmgd/J lastna frekvenca posameznega
teZznega nihala (gl. 5.10), D pa parameter sklopitve:

D = bklJ (5.32)

Dobljeni enacbi (5.31a, b) sestejemo in dobimo za
vsoto kotov ¢4 + @, diferencialno enacbo:

(@2 + @)/t = - i@ + ¢1)

ki je podobna diferenciaini ena¢bi nedusenega nihanja
z lastno frekvenco wy (gl. 5.15). Torej vsota kotov ¢, +
+ @4 niha sinusno ali kosinusno (odvisno do zacetnega
pogoja) s frekvenco wg, npr.:

@2 + @1 = @ocos(wot) (5.33a)

Razlika enacb (5.31b in a) ravno tako da diferencialno
enadbo nedusenega nihanja, le da za razliko kotov ¢, —

—~ @4 in z lastno frekvenco w = \/w%-i-—2D :
&2~ @)/t = = (0f + 2D) (92— @1) = — (@2~ 1)
in -
2= gr = gocos(o) (5.33b)
V obeh primerih smo vzeli enako amplitudo ¢, da

dobimo pravilen zacetni pogoj (za t = 0). Dobljeni
enacbi sedtejemo in odstejemo in dobimo rezultat:

@2 = (po/2)cos(wot) + (py/2)cos(wt)
@1 = (@o/2)cos(wot) — (@o/2)cos(wt)

ali
- +
P2 = @oCOS ( : t) cos ( 2T % t) (5.34a)
@1 = @osin (“’ _2“’° t) sin ( @ +2 o t) (5.34b)

V zadetku (¢t = 0) je zares: ¢, = ¢ in ¢y = 0, kakor smo
bili sprozili nihali.

Obiéajno je sklopitev nihal Sibka, tako da je D << w3 in
frekvenca w le malo vedja od lastne frekvence wq pro-
stih nihal. Dobljeni rezultat (5.34) za ¢, in @, lahko
potem interpretiramo kot harmoni¢no nihanje s frek-
venco (o + p)/2, katerega amplituda se spreminja
izmeniéno s frekvenco (w — wg)/2:

Pa(t) = (on(t)COS(-_w -; %o t)

@i(t) = <p1o(t)sin(%‘”—°t)  (5.35)

kjer je:

o ~ o,
Paoll) = %COS( > 2 t)

Prolt) = qoosin( - _2w° t) (5.35a)

!
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Sklopljeni nihali sta v fazi premaknjeni za 90°, eno niha
sinusno, drugo kosinusno. Podobno se s ¢asom spre-
minjata amplitudi obeh nihal: ko ima eno nihalo naj-
ve€jo amplitudo (= ¢y), je amplituda drugega nié, in
obratno (slika 5.12).

Zanimivo je, da sklopljeni nihali nihata z nekoliko veéjo
frekvenco (w + wp)/2, kot nihata prosti nihali (wy).
Sklopitev torej pospesi nihanje, nihajni ¢as se zaradi
sklopitve zmanjsa.

Nihanje, katerega amplituda se izmeni¢no spreminja
od najvedje vrednosti do ni¢, se imenuje utripanje
(bibanje, zujanje). Frekvenca utripanja w, = (@ — w)/2
pove, kako hitro se amplituda nihanja spreminja s
¢asom; navadno je precej manj$a od .frekvence
samega nihanja.

Obravnavajo¢ vzmetno nihalo, vzamemo, da je telo m
pripeto s prozno vzmetjo na zid ali strop (gl. str. 44).
Toda zid se lahko premika (res je pritrjen na Zemljo, ki
pa je vendarle prosta). V splosnem je torej nihajoée
telo pritrieno na drugo telo, ki tudi samo lahko niha.

Recimo, da sta telesi m, in m, speti s prozno vzmetjo
(konstanta k) in polozeni na gladko, vodoravno pod-
lago, po kateri se lahko premikata brez trenja. Telesi
mirujeta v ravnovesnih legah, vzmet ni ne skréena ne
stisnjena (slika 5.13a). Nihanje zaénemo npr. tako, da

. telo m, pomaknemo v desno za amplitudo x,, telo-m,

pa obdrzimo v prvotni legi. Ko telesi spustimo, za¢neta
nihati v vodoravni smeri. V trenutku t je npr. telo m,
pomaknjeno v desno za x,, telo my pa za x; (slika
5.13b).- Vzmet je tedaj raztegnjena za x, — x; in viece
telo m, vlevo s prozno silo k(x, — x,), telo m; pa z enako
veliko silo v desno. Newtonov zakon dinamike za ti
telesi da enachbi:

Mmaay = — k(X — X1)
mia; = kixz — xy)

ali
d2X2/dt2 + (Dg(XZ - X1) =0 Wy = Vk/mg (5363)
dx/d — 03— x1) = 0 @y = Vidm, (5.36b)

Drugo enac¢bo (5.36b) odstejemo od prve in dobimo
dlferenCIaIno enacbo nedusenega nihanja za razliko x,

d? (x2 —X1)/dt2 + ((0$ + (Ug) (Xo—Xx3) =0

Relativni premik enega telesa glede na drugo telo
oznacimo z:

U= Xo~
Ta zados§éa diferencialni enadbi:
d2u/dP + w?u=0 (5.37)

Vidimo, da telesi nihata drugo glede na drugo harmo-
niéno z lastno frekvenco:

o =Vod + 03 = Vk(m, ¥ m)imm, = Vidu (5.37)

kjer je ut.i. reducirana masa nihajoéih teles; dana je z

“enacbo:

w=mmy(m; + my) ali 1u=1m +1m, (5.38)

a) my my
| |
b) : ‘ k(x;-x,) I k(x,-x4)
I
Slika 5.13
Y‘ [
/6 {
| |
. | 7
r | r i
wt | |
! |
X1 X2 X
X
Slika 5.14

Slika 5.15

Slika 5.16
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Reducirana masa je manj$a od mase posamiénih niha-
jotih teles (od tod ime reducirana), zato je lastna
frakvenca sklopljenih teles veéja od ustreznih frek-
venc prostih teles. S pomod&jo reducirane mase lahko
nihanje dveh sklopljenih teles obravnavamo kot niha-
nje enega samega telesa (glede na drugo). Ce je npr.
telo my zid, je my = my in u = my; dobimo navadno
nihanje telesa m; glede na nepomiéno okolico.

Da pomika x; in X, sklopljenih nihajoé&ih teles ustrezata
naSemu zadetnemu pogoju x3 = 0 x; = X, (za t = 0),
izberemo reitev diferencialne enaébe (5.37) v obliki:
U = Xp~ Xy = Xg008(wt) (5.39)
To resitev vstavimo v (5.36b):
d2xy/dt? = wixycos(wt)

in dvakrat integriramo, uposétevaje zaéetni pogoj x; =0
in dx,/dt = 0 za t = 0. Dobimo rezultat:

X1 = 0ixy/w? ~ (w,/0)%X, cos(wt) =
(u/my)xo = (/m1) X cos(wt) (5.40a)

Xy izpeljemo neposredno iz enatbe (5.39):

Xp = 0¥xJ0? + (/)2 COS(ert) =
(Wmy)xo + (u/my)x, cos(wt) ‘ . (5.40b)

Telesi nihata okrog novih ravnoyvesnih leg, ki sta pre-
maknjeni za xou/my v smeri zaetnega premika; nihata
sicer sofasno, vendar udarjata v nasprotno smer (ko
eno telo zaniha v levo, zaniha drugo v desno, in

- obratno). TeZje telo niha z manj8§o amplitudo kot laZje;

vsota obeh amplitud je enaka zaéetni amplitudi xo.

Premisli, kako je z energijo nihajogih teles.

Podobno kot telesi my in my z vzmetjo (slika 5.13) npr.
nihata atoma v dvoatomni molekuli.

Sklopimo lahko tudi raziiéne vrste nihal, npr. vzmetno
in polzasto (suéno). Ko se vzdolZna vijaéna vzmet raz-
tegne, se pri tem tudi nekoiiko zasuce okrog vzdolzne
osi. VzdolZzno nihanje vzmeti je tako sklopljeno s sué-
nim nihanjem, ki vpliva nazaj na vzdolzno nihanje itd.
Sklopitev nihanj se izrazi, ¢e sta lastni frekvenci
posami¢nih nihanj enaki. Frekvenco suénega nihanja
reguliramo tako, da ima telo na koncu vzmeti pregko,
po kateri drsita utezi. Premikajo¢ uteZi (in spreminjajo¢
vztrajnostni moment, gl. 5.8), izena¢imo lastni frek-
venci vzdolznega (linearnega) nihanja vzmeti in sué-
nega nihanja in tako doseZzemo najbolj uginkovito sklo-
pitev.

Zepna ura lahko niha kot tezno nihalo, &e jo obesimo
na verizico. Njeno nihanje je sklopljeno s suénim niha-
njem polzaste vzmeti v njej. Ta sklopitev je pomembna,
&e sta lastni frekvenci obeh nihanj izena&eni. Tedaj
teZno nihanje ure ucinkuje na njen tek. (Kako? Ali ura
zaradi tega prehiteva ali zaostaja?) ’

Sestavljanje nihanj
Pogosto se zgodi, da na nihalo hkrati uéinkujejo

razliéna nihanja, ki imajo razlié¢ne frekvence, amplitude
in faze ter so v razliénih smereh. Zanima nas, kaksno je

rezultirajoGe nihanje, kako se .posamezna nihanja
sestavljajo v skupno nihanje.

Najprej vzmemimo, da imajo posamezna nihanja enako
frekvenco in da udinkujejo v enaki smeri.

Sestavljanje enakosmernih nihanj

Recimo, da sestavljamo enakosmerni nihanji x; = rsin
{wt) in X, = rgin (wt + 8), ki imata enako frekvenco w,
razlikujeta pa se v amplitudi in fazi; drugo nihanje
prehiteva prvo za fazno razliko 6. Odmik x ki je posle-
dica rezultirajoSega nihanja, je algebraicna vsota
odmikov x; in x, posameznih nihanj:

X = X4 + X = nysin(wt) + rsin{wt +9) " (5.41)

To zapiSemo kot sihusno nihanje s frekvenco o in
amplitudo r, ki prehiteva prvo nihanje za fazno razliko

Q.
x = rsin(wt +¢)  (5.41a)
Primerjajoé oba izraza za x (izenadimo &lene s faktor-

jem sinwt in posebej &lene s faktorjem coswt), dobimo
amplitudo r in fazno razliko rezultirajocega nihanja:

tgp = rsind/(ry + r,cosd) ter (5.41b)

r? = r? + r3 + 2r,r,c086

Zad=0je@=0inr=r + r, (¢e sta enakosmerni
nihanji sodasni, brez fazne razlike, se njuni amplitudi
enostavno sestejeta). Pri fazni razliki 6 = x (nihali
udarjata v nasprotnih smereh, nihata v protifazi) je ¢ =
=ginr=rn-r. »

Tovrstno sestavljanje nihanj predstavimo grafiéno 2z
vektorskim se$tevanjem amplitudnih vektorjev ry in ry
(slika 5.14). Iz srednje $ole se spomnimo (gl. tudi str.
22), da lahko nihanje predstavimo kot projekcijo (npt.
na os x) amplitudnega vektorja r, ki krozi v ravnini x-y s
stalno kotno hitrostjo «. Smer prvega vektorja ry
oklepa v trenutku t z osjo y két wt, smer drugega r, pa
kot (wt + 8). Vektorska vsota ry + r, da amplitudni
vektor r nastalega nihanja; ta oklepa z osjo y kot (wt +
@) (gl. sliko 5.14).

Na sliki (5.15) so skicirani tasovni grafi posameznih
odmikov x; in X, ter sestavljenega nihanja x za tri fazne
razlike § = 0, /2 in 7. Za vsak trenutek t seStejemo
(oziroma odstejemo, odvisno od predznaka) odmika x;
in Xy, ki ju zahtevata posamezni nihanji, v rezultirajodi
odmik x.

S sestavljanjem enakosmernih nihanj z enakimi frek-
vencami vedno dobimo (ne glede na fazno razliko med
njimi) sinusno nihanje z enako frekvenco. Povsem dru-
gacno nihanje pa nastane, e sestavljamo nihanja z
razliénimi frekvencami.

Najprej proud¢imo primer, da se frekvenci w; in w,
posameznih nihanj le malo razlikujeta (wy = wy), njuni
amplitudi in fazi pa sta enaki. Rezultat je nihanje:

x = nsin(wf) + nsin(wet) =

= 2r1cos( B ; wa't) sin( O ; Y2 t) (5.42)

ki ga lahko predstavimo (ker sta frekvenci wy in w»
skoraj enaki) kot sinusno nihanje s frekvenco w = (wy
+ wy)/2:
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X = xy(t) sin(wt) (5.42a)

Amplituda nastalega nihanja x(f) ni stalna, marveé se
spreminja s casom kosinusno s frekvenco wy = (wy =
(02)/2

xo(f) = 2r,608(wy, 1) (5.42b)

Podobno nihanje smo spoznali pri sklopitvi enakih
nihal (str. 118); imenujemo ga utripanje. Znad&ilno zanj
je, da amplituda izmeniéno naras¢ain pada (slika 5.16).
To se dogaja tem potasneje (frekvenca utripanja w, je
tem manj$a), &im blize sta si frekvenci Wy in wy, Kiju
sestavijamo.

Utripanje izkori$¢amo, ko ugla$ujemo glasbeni instru-
ment, npr. kitaro. IstoSasno zabrenkamo struno ter
sprozimo kontrolni ton (npr. glasbene vilice ali tonski
generator). Ko je frekvenca tona, ki ga oddaja struna,
blizu frekvenci kontroinega tona, slidimo poéasno utri-
panje (zujanje).

Kadar se frekvence enakosmernih nihanj, ki jih sesta-
vljamo, opazno razlikujejo, v sploShem ne dobimo ved
nihanja (periodiénega, ponavljajo¢ega se gibanja). Edi-
nole, e so frekvence posameznih sestavnih nihanj
celosteviléni mnogokratniki najmanjée frekvence,
nastane sicer nihanje, ki pa ni sinusno (harmoniéno).

Na sliki (5.17) sestavljamo nihanji x; = A;sin{(w,1) in X;
= Agsin(w,t), pri temer je w, = 2w,. Rezultat je peri-
odiéno gibanje x, ki se ponavija s frekvenco w; oziroma
z nihajnim ¢asom {, = 2a/wy, vendar po obliki ni
sinusno (&eprav smo ga bili sestavili iz sinusnih
nihanj). Ce $e dodajamo sinusna nihanja s frekven-
cami, ki so mnogokratniki najmanj$e frekvence w4, npr.
s frekvenco w; = 3wy, wy = 4w, itd., se spreminja le
oblika sestavljenega nihanja, njegova perioda
(nihajni éas) pa je enaka. Poleg sinusnih (ali namesto
njih) lahko uporabimo tudi kosinusna. Pogoj je le, da
so posamezne frekvence celo$teviléni mnogokratniki
najmanjse frekvence w;.

Pokaze se, da lahko s sestavijanjem sinusnih in/ali
kosinusnih nihanj, katerih frekvence so celosteviléni
mnogokratniki najmanj$e frekvence «,, sestavimo
poljubno oblikovano periodiéno gibanje (nihanje), ki

‘se ponavlja s periodo t, = 27/0,.

Najmanj$a frekvenca w,, ki podaja nihajni ¢as nihanja
(t)), se imenuje osnovna frekvenca nlhanja. Njeni
celosteviléni mnogokratniki:

Wp=nwy, n=2234,... (5.43)

so vigje harmoniéne frekvence. Cim ved visjeharmo-
niénih frekvenc je prisotnih, tem bolj se nihanje razli-
kuje od harmoniénega (sinusnega ali kosinusnega).

Velja tudi obratno:

Poljubno periodiéno funkcijo x(1), ki se npr. ponavija s .

‘periodo t,, lahko predstavimo kot vsoto harmoniénih
(sinusnih In/ali kosinusnih) nihanj z osnovno frek-
venco wy = 2m/ty in z vije harmoniénimi frekvencami
w, = nwy (n = 2, 3, 4, ...). Cim bolj se funkcija x(f)
razlikuje od harmonig&ne (sinusne ali kosinusne), tem
ve¢ visje harmoniénih dodatkov je potrebnih za njen
popis. Pravimo, da je splo&no nihanje x(f) sestavljeno iz
oshovnega nihanja in iz visje harmoniénih nihanj.

kvadrat amplitude
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Razli¢na nihanja z enako periodo I, se razlikujejo v
tem, katera in kako mo€na vi§jeharmoniéna nihanja jih
sestavljajo. V€asih nastopajo le sinusna nihanja ali le
kosinusna, lahko so prisotne vse viSje harmoniéne
frekvence ali npr. le sodi (oziroma lihi) mnogokratniki
-osnovne frekvence itd. Ko raziskujemo neko nihanje,
raziskujemo njegovo frekvenéno sestavo, t. i. spekter
" nihanja. Zanimajo nas frekvence in amplitude posa-
meznih visjeharmoni¢nih nihanj, ki sestavljajo obrav-
navano nihanje. Navadno podamo kvadrate amplitud
posameznih harmoni¢nih nihanj (osnovno in visje har-
moniéna), ki to nihanje sestavljajo (kvadrate zato, ker
je energija nihanja sorazmerna s kvadratom ampli-
tude).

Recimo, da je nihanje s periodo t, sestavljeno iz osnov-
nega nihanja z amplitudo A ter iz vi§jehramonié¢nih
nihanj z amplitudami A,, Az in A,. Spekter tega nihanja
je skiciran na sliki (5.18). Na absciso nanasamo frek-
venco, na ordinato pa kvadrat amplitude posameznih
harmoniénih nihanj. Spekter nasega nihanja sesta-
vljajo Stiri spektraine érte, ki so na frekvencni osi
enako razmaknjene med seboj. Vi§ina posamezne é&rte
je merilo za uteZ, s katero je posamezno harmoni¢no
nihanje zastopano v celotnem nihanju.

Razstavljanje periodi¢ne funkcije (nihanja) na harmo-
niéna nihanja se imenuje harmoniéna ali Fourierova
analiza nihanja. Vrsta harmoniénih nihanj, ki predsta-
vlja neharmoniéno nihanje, je Fourierova vrsta. V
sploSnem jo sestavljajo tako sinusni kot kosinusni
¢leni.

Fourierova vrsta za periodi¢no funkcijo x(t) s periodo t,
ima v sploSnem obliko:

x() = Asin(wq) + Asin(2wqt) + Agsin(Bwit) + ...
+ Bycos(wt) + Bycos(2w,f) + Bzcos(3wql) + ...

x(t) = ) Assin(nwqt) + ) B,cos(nmt) (5.44)
n=1 n=1
kjer je w, = 2n/ty,. Neznani parametri A, in B, (n =1, 2,
3, ...) so odvisni od oblike funkcije x(t). Ce je npr. x(t)
¢isto harmoniéno nihanje s frekvenco , in amplitudo
Xo,jeA1 =Xp, Ay =A3=...=0in B, = 0zavse n.
"Pri znani funkciji x(t) dolo¢imo parameter A,, (m =1, 2,
.1.) oz. B, tako, da levo in desno stran enacbe (5.44)
pomnozimo z ustreznim sinusnim (0z. kosinusnim) fak-
torjem sin(mw,t) in integriramo od 0 do #,. Dobimo:

fo . o to

[x(hsin(maxtidt = YA, [ sin(nast)sin(ma.dt +
0 © {0 . n=1 0

+ ¥ B, [ cos(nw; tysin(ma; tdt
0

n=1

V tabelah integralov najdemo, da velja:

27 . _ =0zan#m
fsm(mp)sm(mqa)dq:
0

=mzan=m
ter
2 .
fcos(nq;)sin(m(p)dqa =0zavseninm
0

V zgornjih vsotah so torej ¢leni z n # m nié¢ in ostane le
¢len z n = m. Dobimo:

Iy
An = (2/ty) [x(t)sin@umt/ty)dt (5.45a)
0

Podobno izraunamo (da enatbo 5.44 mnozimo s
cos(maw;t)):

to . 7
B = (2/t5) [ x(t)cos(2xmt/t,)dt (5.45b)
0 .

Primer:

Pois¢i Fourierovo vrsto za stopni¢asto nihanje s slike
(5.19).

+Azal0<t< ty2
x(t) =

—Azatf2<t<t

Ker ima funkcija x(t) v intervalu (0,t/2) druga¢no obliko
kot v intervalu (4/2, t;), razbijemo integral (5.45) na dva
dela:

/2 to
A, = (2A/L) [ [sin@amtit)dt - | sin(2nmt/to)dt] =
0 to/2

/2
= (4Aty) [sin(@amtit)dt = RAIzm)[1 — (-1)™ .
1]

Torej je A, za sode m enak ni¢, za lihe pa 4A/rxm. S
podobnim ragunom ugotovimo, da je B,, = 0 za vse m.
Fourierova vrsta za stopnicasto nihanje ima potemta-
kem obliko:

x(t) = (8AIn) [sin(at) + (1/3)sin(3axt)
+ (1/5)sin(5ait) + .. .]
wy = 2.71'/t0

Na sliki (5.20) so za prvo polovico periode t, oznaéeni
prispevki osnovnega nihanja s frekvenco w; in ampli-
tudo 4A/x (krivulja 1), prvega vi§jeharmoni¢nega niha-
nja s frekvenco 3w, in amplitudo 4A/3x (krivulja 3) in
njuna vsota (krivulja 1+3) v primerjavi s konénim stop-
ni¢astim nihanjem (zvleCena krivulja), ki nastane, Ce
upostevamo $e vse dodatne visjeharmoniéne pri-
spevke.

Naloga:
Pois¢i Fourierovo vrsto za Zagasto nihanje s slike
(5.21).

_ Rezultat: x(t) = (8A/)[sin(wqt) — (1/3%)sin(Bwnt) +
+ (1/59)sin(5ent) — .. ]

Sestavljanje pravokotnih nihanj

Zanima nas, kakSno gibanje nastane, ¢e sestavimo
harmoniéni nibanji v pravokotnih smereh. Recimo, da
opazujemo gibanje svetle sledi elektronskega Zarka na
zaslonu katodne cevi — osciloskopa (slika 5.22). Na poti
do zaslona potuje elektronski zarek skozi prostor med
navpiénima odklonskima plos¢ama (ki ga odklanjata v
vodoravni smeri) in med vodoravnima plos¢ama (ki ga
odklanjata v navpi¢ni smeri). Na plosce priklju¢imo
izmenicni napetosti z razlicnima amplitudama in frek-
vencama. Zaradi napetosti na navpi¢nih plo§¢ah niha
lisa na ekranu v vodoravni smeri (x) izmeni¢no s frek-
venco wy, zaradi napetosti na vodoravnih plo§¢ah pa v
navpiéni smeri (y) s frekvenco ay,. Kako lisa potuje po
ekranu, &e sta priklju¢eni obe napetosti hkrati?
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Drug primer: Tezni nihali nihata v navpic¢nih ravninah,
ki sta pravokotni druga na drugo. Vsako nihalo je
opremljeno z refleksnim zrcalcem. Svetlobni Zarek
vpada na prvo zrcalce, se od njega odbija do drugega
in od tega na oddaljen navpiéni zaslon. Ce niha le prvo
nihalo, niha sled Zarka na zaslonu v vodoravni smeri s
frekvenco tega nihala. Zaradi nihanja drugega nihala
pa niha Zarek po zaslonu v navpi¢ni smeri. Ko nihata
obe nihali hkrati, pleSe Zarek po zaslonu sem ter tja po
krivulji, ki se v splo§nem spreminja s ¢asom. Frekvenci
posameznih nihal npr. spreminjamo tako, da premi-
kamo utezZi, ki sestavijata nihali.

Nasa naloga je, da ugotovimo, kaksno gibanje v ravnini
X-y dobimo, ¢e sestavimo harmoniéno nihanje v smeri
osi x z amplitudo X, in frekvenco w, ter harmoni&no
nihanje v smeri osi y z amplitudo y, in frekvenco w,. V
sploSnem se ti nihanji razlikujeta v fazi, npr.:

X = XpSin(wyt)
¥ = yosin(w,t—6) ‘ (5.46)

Podoben primer smo obravnavali v poglavju ploskovno
gibanje (str. 21), kjer smo sestavljali harmoni&ni nihaniji
Z enako frekvenco (w, = w, = w) in amplitudo (xy = y, =
r); eno nihanje je bilo sinusno, drugo kosinusno (6 = &/
2). Videli smo, da je rezultat takinega sestavljanja
kroZenje s polmerom r. Ta primer re§imo $e enkrat,
vendar v bolj splo$ni obliki: frekvenci sta enaki, wy, = w,
= o, amplitudi in fazi pa razli¢ni.

Da dobimo povezavo med koordinatama x in y, torej da
dobimo enacbo tirnice y(x) za nastalo gibanje, izlo-

-Gimo Gast t. 1z prve enacébe (5.46) i |zracunamo sin(wt) =

= X/Xp in vstavimo v drugo:

Yy = yesin(wt)cos(d) — ypcos(wt)sin(d) =
= (Yo/Xo)xcos(8) — yosin(8)V1 — x%x3  ali
(V/¥0)? + (X/Xo)> = 2(xIxo)(¥lyo)cos(8) = sin®(8)  (5.47)
kar je enatba splosne elipse (slika 5.23). Pod vplivom
dveh pravokotnih harmoni&nih nihanj z enakima frek-

vencama se telo v sploSnem giblje po elipsni tirnici;
gibanje je periodiéno z obhodnim casom t, = 2m/w.

V posebnih primerih dobimo (gl. sliko 5.24):

6=0 nihanje po premici y = (Vo/xo)x (slika 5.24a)

0 = /2 kroZenje po elipsi (V/yo)? + (X/x)? = 1, katere
glavni osi sovpadata s koordinatnima ose-
ma (slika 5.24b)

é=m nihanje po premiciy = — (yo/xo)x (slika 5.24c)

Cesestavijamo harmoniéna nihanja z razlicnima frek-
vencama (gl. 5.46), v splosnem ne dobimo veé peri-
odiénega gibanja. Gibanje je sicer omejeno na notra-
njost pravokotnika s stranicama 2x, in 2y,, vendar se
tirnica gibanja spreminja s éasom (ni stacionarna). To
pomeni, da v sploSnem ne moremo eliminirati ¢asa in
dobiti eksplicitno enacbo tirnice y(x). PokaZe se, da
dobimo periodi¢éno gibanje edinole, e sta frekvenci
pravokotnih nihanj v razmerju celih §tew| Wy, =

1:2, 2:3, 7:5 itd. ali v splosnem:

Wy = Nw, , = Mo _ (5.47)

kjer sta n in m celi Stevili, ki nimata skupnega faktorja.

Slika 5.21

N
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Slika 5.22

Slika 5.23
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Sestavljanje taksnih nihanj da periodiéno gibanje, ki se
ponavija z obhodnim &asom Iy = 21/w (w je najved|i
skupni faktor frekvenc w, in w,).

Primera:

1. Poi§&i enadbo krivulje, po kateri se periodiéno
giblje telo pod vplivom dveh pravokotnih nihanj: x =
= Xpsin(wt) in y = yesin(2ot). Kolik&en je obhodni &as?

¥ = 2yssin(wt)cos(owt) = 2yp(x/xo) V1 ~ x¥x3 ali

¥2 = 481 - x¥ixd)

tho = 27/
Graf te krivulje je na sliki (5.25a). Koordinata y doseze
ekstremno vrednost 1y, za x = :I:xo/\/é_ .

Naloga: Resi ta primer, e je § = /4. Graf reSitve je na
sliki (5.25b).

2. Sestavimo nihanji x = x,cos8(2wt) in y = yesin(3wt).

. Kakéno gibanje dobimo? Kolik$en je obhodni das?

xX/xy = cos(2wt) = cos?(wt) - sin*(wt)
cos(wt) = V(1 + x/xp)/2 , sin(wt) = V(1 = x/xp)/2

Yiye = sin(2wt + wt) = sin(2wt)cos(wt) +
cos(2mt)sin{wt) =

V1= x%x3 V(1 + xixo)2 + (xixg) V(1 = XIxo)/2

Po kvadriranju dobimo:

V3Iy8 = 0,5(1 = x/xo)(1 + 2x/xp)?

Graf te funkcije je na sliki (5.26b). Obhodni &as je t, =
= 27/w -

Naloga: Pois¢i enaébo krivulje za primer, da sta zgor-
nji nihanji soasni, to je za x = xesin(2wt) in y =
= yosin(3wt) (slika 5.26a).

|
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9.

~ FAZNE
SPREMEMBE

O znacilnostih snovi v posameznih agregatnih stanjih
(ali fazah) smo razpravljali v poglavjih o zgradbi trdnin,
kapljevin in plinov. Zdaj nas zanimajo termodinamski
pojavi, ki spremljajo spremembe agregatnega stanja
snovi, to je pojavi ob faznih spremembah. Zanima nas,
kako se toplotno ali termodinamsko stanje snovi spre-
meni (npr. kako se spremeni notranja energija snovi),
ko npr. kapljevina preide v plin (izpari), trdnina v
kapljevino (se stali), ali v obratni smeri, ko plin preide v
kapljevino (kondenzira, se uteko&ini) in kapljevma v
trdnino (se strdi).

Znactilno za te pojave je, da se temperatura snovi ne
spremeni (fazna sprememba je izotermni proces). Ob
fazni spremembi se predvsem spremeni zgradba
snovi, s imer je povezana sprememba potenciaine
energije molekul. Ob izparitvi kapljevine se npr. mole-
kule razbeze v plinsko stanje, volumen snovi se mo&no
poveda (poveda se povpre¢na razdalja med moleku-
lami) in povisa se potencialna energija molekul zaradi
medmolekularnih sil (gl. sliko 7.1). Sledi, da se med
|zpar|tvuo kapljevine ob nespremenjeni temperaturi
poveéa notranja energija snovi.

Stalitev trdnine in izparitev kapljevine pomeni poveéa-
nje notranje energije snovi. Tovrstne spremembe so
zato mozne le, e dovedemo toploto, ki krije povedanje
notranje energije snovi. V ta namen dovedena toplota
(npr. talilna toplota, izparilna toplota) se obi¢ajno ime-
nuje latentna toplota (ker se naloZi v potencialni del
notranje energije snovi in se ne demonstrira navzven s
povisano temperaturo). Pri obratni fazni spremembi
(npr. pri utekoginjenju plina,strditvi kapljevine) se
notranja energija snovi zmanj$a in snov odda latentno
toploto (kondenzacijsko, strjevalno toploto).

Fazne spremembe snovi izkori$¢amo tudi za skladi§¢e-
nje toplote.

Osnovne znagilnosti prehajanja kapljevine v plinsko

. stanje si najprej oglejmo v molekularni sliki hlapenja.

Hlapenje

*Kapljevina prehaja v plinasto stanje ne le z vrenjem pri

vreli§éu, temveé tudi s hlapenjem pri-poljubni tempera-
turi. Hlapenje se razlikuje od vrenja predvsem v tem, da
je manj burno in da se dogaja le na prosti gladini
kapljevine, vrenje pa poteka po njeni celotni notra-
njosti.

Voda v odprtem kozarcu hlapi, mokro perilo se susi s
hlapenjem, enako vlazna zemija. Hlapenje je posebno
izrazito, &e ima prosta gladino veliko povrSino in &e je
zrak nad kapljevino suh (da ne vsebuje hlapov kaplje-
vine). Poleg tega je pri vi§ji temperaturi intenzivnejse.

V kapljevini so molekule moéno zgo$cene. Kijub inten-
zivnemu termiénemu gibanju se molekule ne razbeze,
ker jih medmolekularne sile drze v kupu. Zaradi pogo-
stih trkov med termi¢nim gibanjem se kineti¢na ener-
gija posamiénih molekul nekontrolirano in skokovito
spreminja (povecuje ali zmanjduje). Zato se zgodi, da
nekatere molekule s povrsja kapljevine slugajno prej-
mejo ob trku dovolj veliko kinetiéno energijo v smeri
ven iz kapljevine, da premagajo priviaénost ostalih
kapljevinskih molekul, zapustijo-kapljevino in se »pre-
selijo« v plinsko stanje. 1zhlapijo predvsem molekule z
veliko kinetiéno energljo Teh je pri visji temperaturi

‘veC.
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Ce je nad kapljevino zaprt prostor, se zaradi izhlapeva-
nja poveéuje delni tlak (p,) kapljevinske pare v zraku
nad kapljevino. Izhlapele molekule pohajkujejo med
drugimi plinskimi (predvsem zra¢nimi) molekulami in
termiéno trkajo, bodisi z molekulami lastne vrste ali z
drugimi. Po nekaj trkih se zgodi, da izhlapela molekula
spet zaide nazaj v kapljevino (kjer jo zajamejo kaplje-
vinske molekule). Stevilo vradajocih se molekul je
sorazmerno z gostoto izhlapelih molekul v ozraéju nad
kapljevino, to je z delnim tlakom p, kapljevinske pare.
Bolj ko izhlapevanje napreduje, bolj se poveéuje Ste-
vilo vracajoéih se molekul. Slej ko prej se zato doseze
stacionarrio stanje, ko se Stevilo (v enoti &asa) izhla-
pelih molekul izenaéi s Stevilom (v enakem ¢&asu)
vracajo¢ih se molekul; tedaj se izhlapevanje navzven
ustavi (Ceprav molekule $e vedno burno prehajajo iz
enega stanja v drugo).

Seveda se izhlapevanje nemoteno nadaljuje, ¢e je nad
kapljevino odprt prostor, tako da se izhlapele molekule
razbezZe v okolico (posebno ¢e piha veter). Tu in tam se
izhlapevanje ustavi tudi v odprtem prostoru, npr. ob
temperaturni inverziji, ko nad gladino kapljevine »leZi«
mirujoé hladen zrak, ki se nasiti z viago.

Delni tlak pare nad kapljevino v ravnovesnem stanju,
ko se izhlapevanje ustavi, se imenuje nasi¢eni parni
tiak kapljevine (p,). Ta je tem veéji, &im visja je tem-
peratura. Za vsako kapljevino posebej ugotovimo,
kolik je njen nasi¢eni parni tlak pri razli¢nih temperatu-
rah (gl. sliko 9.1 in tabelo za vodo na koncu knjige).

" Kapljevine, ki imajo pri obi¢ajnih temperaturah velik

nasiceni parni tlak, so zelo hlapljive, npr. eter (okrog
130 mbar pri 20 °C), alkohol (30 mbar) itd. Slabo hla-
pljive kapljevine pa imajo nizek nasiéeni parni tlak, npr.
voda le 23 mbar (pri 20°C), zivo srebro celo
0,0016 mbar. (Slika 9.1)

Hiapijo predvsem najhitrejse molekule s povrsja kaplje-
vine. Torej se zaradi hlapenja zmanjSuje povpre¢na
kineti¢na energija preostalih molekul v kapljevini, kar
pomeni, da se kapljevina s hlapenjem ohlaja. Ce
mokristojimo na vetru, nas zebe. Veter odna$a izhla-
pelo vlago in zato pospesuje hlapenje. Tekodina, shra-
njena v poroznih lonéenih posodah, ostane v suhem
vroéem vremenu kolikor toliko hladna, ker prodira
(kapilarno) skozi pore v steni posode, s éimer se njena
povrsina povecuje in poveéuje se tudi njeno hlapenje,
ki jo ohlaja. Steklenica, ovita v moker papir, ostane
prijetno hladna. Okopavanje zbite zemlje preprecuje
kapilarno pronicanje vode in njeno izhlapevanje. Z
etrom namazana koza se zaradi moénega izhlapevanja
etra ohlaja in postane tako manj obéutljiva.

VlaZnost zraka

Zaradi hlapenja vode v oceanih, jezerih, rastlinskih
listih itd. je v ozradju vedno nekaj vlage (vodne pare),
zrak je bolj ali manj viazen. Mnozino vliage v zraku (t.i.
absolutno vlaZnost) povemo ali z delnim tlakom (p,)
vodne pare v zraku ali z gostoto viage (g,), to je z maso
vodne pare v m® zraka. Ti_koli¢ini sta medsebojno
povezani z enacbo stanja. Ce v prvem priblizku vza-
memo, da se vodna para obna$a kot idealen plin, lahko
uporabimo enacbo (8.23):

pJ/o, = RT/(Mkg) (9.1)

pnlbar]

=y

Slika 9.1
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Absolutno vlaznost zraka izmerimo s pomogjo higro-
skopi¢ne snovi (npr. CaCl,, P,0s itd.). VZorec merje-
nega zraka zapremo skupaj s stehtano mnoZino higro-
skopiéne snovi v merilno posodo. Snov posrka viago iz
zraka. Razlika v tezi higroskopicne snovi pred merltvuo
in po njej je teza viage v merjenem zraku.

Voda tem moc€neje (hitreje) hlapi v zrak, éim bolj se
delni tlak vodne pare v zraku {p,) razlikuje od nasi¢e-
nega parnega tlaka (p,) pri dani temperaturi. Zaradi
tega je bolj kot absolutna vlaznost pomembna t. i. rela-
tivna vlaznost (n), ki je definirana s koli¢nikom:

(v%) ©.2)

Relativna vlaznost 100% (p, = p,) pomeni, da je-zrak
nasi¢eno vlazen (hlapenje se ustavi). Za n < 100% je
zrak $e nenasi¢en z vlago in voda $e izhlapeva (tem
bolj, ¢&im manjsa je relativna vlaznost). Medtem ko je
zrak z n > 100% prenasiéen z vlago; videk vodne pare
koridenzira v vodne kapljice.

Clovek se najugodneje poduti v prostoru z relativno
vlaznostjo 50~-60%. Premajhna viaZznost zraka pov-
zro¢a premoéno izhlapevanje viage s koZe in s tem
prehitro dehidracijo. Prevelika pa preve¢ zadriuje
naravno dihanje koZe, ki je povezano s hlapenjem
(znojenjem).

Ker se nasi¢eni parni tlak manj3a, ¢e temperatura pada
(hladnejsi zrak obdrzi manj vlage), se zgodi, da se
prvotno nenasiéeni zrak prenasiti z viago, ¢e ga dovolj
nem zraku pa‘je lahko p, > p,). Vlaga v moéno ohlaje-
nem zraku se zato kondenzira. To se npr. zgodi v
jutranjih urah, ko nastane rosa, slana itd. Vro€ in vla-
Zen zrak iz ust se v hladnem zraku orosi. Vlazen zrak,
dvigajo¢ se ob pobodjih gora, se zaradi manj$ega tlaka
razteza in ohlaja; na neki viini se dovolj ohladi, da se
prenasiti z vlago, ki jo nosi s seboj — nastane oblaéni
venec. Na notranjih stenah zidov, ki mejijo na zunanji
zrak, opazimo (pozimi) na ometu potemnjene krizaste
sledi malte med zidaki. Malta je namre¢ boljsi prevod-
nik toplote kot zidaki, zato skoznjo uhaja v okolico
vetja gostota toplotnega toka (malta je t.i. toplotni
most) in je zato omet ob malti hladnejsi kot ob zidakih.
Hladnejsi je tudi notranji zrak tik ob steni. Ce je ta
dovolj viazen (veliko ljudi v prostoru), se zgodi, da je ob
malti prenasi¢en z vlago in se zato tam naberejo
drobne vodne kapljice (skupaj s prahom). Podobne
potemnjene sledi opazimo tudi na modernih prometnih
znakih (na spredniji strani se vidi »silhueta« nosilnega
ogrodja z zadnje strani prometnega znaka); razlaga
tega pojava se dotika tudi opti¢nih pojavov (gl. lll. del,
poglavje o odboju svetlobe).

Kondenzacijo vodne pare med ohladitvijo zraka izkori-
stimo za merjenje relativne vlaznosti. Posrebreno ste-
kleno buéko termometra v merjenem zraku pocasi
ohlajamo; izmerimo temperaturo (t.. rosi§ée), pri kate-
ri opazimo na bucki prve rosne kapljice. Tedaj je mer-
jeni delni tlak vodne pare (p,) enak nasiéenemu par-
nemu tlaku pri temperaturi rosi§¢a (tega od¢itamo iz
tabel).

Primer:

Kolik8na je relativna vlaznost zraka pri temperaturi
20 °C, ¢e je rosisce pri temperaturi 8 °C? Nasi¢eni parni

tlak vode pri 20 °C je 23,4 mbar, pri 8 °C pa 10,7 mbar.

Pn = 23,4 mbar, p, = 10,7 mbar
1 = pJ/p, = 10,7/23,4 = 0,46 = 46%

Relativno vliaznost lahko dolo¢imo tudi posredno, izko-
ris¢ajo¢ dejstvo, da so lastnosti nekaterih snovi
odvisne od vlaznosti. Tako npr. viazen les nabrekne,
lasje se z navlazitvijo podalj§ajo. S poskuSanjem so
ugotovili, da je podaljSek napetega lasu precej natan-
éno premo sorazmeren z relativno vlaznostjo zraka. To

lastnost ¢Eloveskih las izkoriséamo pri merilcih rela-

tivne vlaznosti — higrometrih (seveda th je treba pred-
hodno umeriti).

Izoterme realnih plinov - kriti¢na
temperatura

Izoterme (to je grafe odvisnosti tlaka od prostornine pri
stalni temperaturi) idealnih plinov smo obravnavali na
strani 188: p = NkT/V (enoose hiperbole). Za realne
pline so te odvisnosti prav gotovo bolj zapletene.
Namesto enacbe stanja idealnih plinov uporabimo npr.
Van der Waalsovo enadbo (8.24): (p + aN%V?
(V — Nb) = NKT, s katero vsaj priblizno upos$tevamo
medmolekularne sile in lastno prostornino molekul.
Poleg te enatbe uporabljamo $Se druge podobne, ki
morda natan¢neje opisujejo obnasanje realnih plinov v
posameznih temperaturnih obmogjih, vendar je Van
der Waalsova enaéba dovolj splo$na, da lahko z njeno
pomocjo razis¢emo glavne znadilnosti realnih plinov.

Van der Waalsovo enacbo najprej prepisemo v polinom
tretje stopnje v prostornini V:

pV2 — (pb + KT)NV2 + aN?V — abN® = 0

Za dan tlak p (in za dano temperaturo T) dobimo za
prostornino V v splosnem tri razliéne vrednosti (ki so
lahko vse realne, ali pa dve kompleksni in ena realna).
Zaradi tega imajo izoterme Van der Waalsovega plina
(to je plina, ki se pokorava Van der Waalsovi enacbi)
znacilno kolenasto obliko (slika 9.2). Kolenasta zakri-
vljenost izoterm je tem manj izrazita, ¢im visja je tem-
peratura. lzoterme z visokimi temperaturami so
podobne izotermam idealnih plinov.

Van der Waalsove izoterme prav gotovo ne popisujejo
pravilno obnaSanja realnega plina v obmogjih, kjer
recimo napovedujejo negativne tlake ali da se tlak
plina med stiskanjem zmanjsuje (€rtkano obmodcje na
sliki 9.2, kjer je dp/dV > 0). MozZna so namre¢ le takSna
stanja realnega plina, za katera je dp/dV < 0 (pozitivna
stisljivost), to pomeni, da tlak plina med raztezanjem
pada, med stiskanjem pa naras&a, ali pa je kve¢jemu
stalen.

Poglejmo, kako se z ugotovitvami Van der Waalsove

enacbe ujemajo eksperimentalni rezultati. Plin
zapremo v valj s premiénim batom. Plin stiskamo s

pomikanjem bata in obenem merimo njegovo tempera-

turo ter tlak. Z ustreznim ohlajanjem skrbimo, da je
temperatura kljub stiskanju stalna (npr. T;). Plin npr
zaCnemo stiskati v tocki 1 (slika 9.3). Opazimo, da tlak

i
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plina med stiskanjem pri stalni temperaturi T, enako-
merno naraséa, kot to predvideva tudi Van der Waal-
sova enacba, vendar le do to¢ke 2, nakar je tlak kljub

stiskanju stalen (po enacbi bi moral Se naprej naraséati

in nato upadati — ¢rtkana krivulja na sliki 9.3). Tlak ne
nara$ca zato, ker se plin za¢ne zgoséevati v kapljevino.
Plinu v tocki 2, kjer se zaéne zgos€evanje (kondenza-
cija), pravimo nasi¢ena para. Tlak nasi¢ene pare je
nasic¢eni parni tlak (p,). Ce nasi¢eno paro stisnemo pri
stalni temperaturi, se para zacne zgosc¢evati pri stal-
nem tlaku. Tlak me$anice para-kapljevina je kljub sti-
skanju stalen vse dotlej, dokler se vsa para ne konden-
zira v Kapljevino (to¢ka 3 na sliki 9.3) in nastane t.i.
vrela kapljevina. Nasi¢ena para in vrela kapljevina
imata enak tlak in enako temperaturo, razlikujeta pa se
v gostoti (vrela kapljevina je veliko bolj gosta kot nasi-
gena para). Ce vrelo kapljevino 3e naprej izotermno
stiskamo, njen tlak moéno naraste (tudi po napovedi
Van der Waalsove enacbe).

Vidimo, da Van der Waalsova enatba razmeroma
dobro popisuje spreminjanje tlaka s prostornino za
plin in kapljevino posebej, da pa odpove pri me3anici
plinaste in kapljevinske faze. Podrobnej$e teoretsko
obravnavanje pokaze, da je lega tock 2 in 3 (pri dani
temperaturi T;) dolo¢ena s pogojem, da sta plos&ini
zakrivijenih delov Van der Waalsove izoterme nad rav-
nim delom prave izoterme in pod njim enaki. Ta pogoj
torej tudi doloéa velikost nasi¢enega parnega tlaka pri
dani temperaturi.

Podoben potek izoterm realnih plinov dobimo tudi pri
visjih temperaturah. Pokaze se, da nasi¢eni parni tlak
raste s temperaturo in da je ravni del izoterme (kjer
temperatura izoterme. Torej se razlika med gostotama
vrele kapljevine in nasi¢ene pare z visjo temperaturo
manjsa. Pri dovolj visoki temperaturi (t. i. kritiéni tem-
peraturi 7,) se ravni del izoterme zmanjsa v to¢ko, kar
pomeni, da se gostota vrele kapljevine izenali z
gostoto_nasiCene pare in plin zvezno preide v kaplje-
vino (brez spremembe gostote).

Tocka K v grafu p(V) (slika 9.3), v kateri plin zvezno
preide v kapljevino, se imenuje kriti€na toéka. [zoterma
skozi kriticno to¢ko (to je s temperaturo 7y) je kritiéna
izoterma. Ta ima v kriti¢ni toCki vodoravno tangento:

dpidV=0 zaV=V,inT=T, (9.3)

Ker kriti€éna izoterma v kritiéni to¢ki nima ekstrema, je
tam tudi drugi odvod tlaka po prostornini enak ni¢:

d’p/dV2P=0 zaV=VinT=T, 9.4)
Dobljena pogoja (9.3,4) dolocata lego kritiche tocke Kv

grafu p(V), ki jo navadno podamo s kritiéno tempera-
turo T in kritiénim tlakom p,.

Primer:

Poisci kriti€no tocko za Van der Waalsov plin. Kritiéne
koligine Ty, px in Vj izrazi z Van der Waalsovima kon-
stantama a in b.

. p = NKT/(V — Nb) — aN?/V?
dp/dV = — NKT(V — Nb)™? + 2aN2V-®
d?p/dV2 = 2NkT(V — Nb)™ — 6aN?v™

o}

Slika 9.2

Slika 9.3
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Upostevajo¢ enaébi (9.3,4), dobimo 2N%aV, @ = NkT,
(Vi — NbY™2 ter 3N2aVi* = NKT(V, — Nb)=3, od koder
izradunamo:

Vi =3Nb ter T, = 8al(27bk)

Dobljena V in T, vstavimo v Van der Waalsovo enac¢bo
in dobimo Se kriti¢ni tlak:

px = al/(27b?)
Kfitiéne parametre danega realnega plina (pg, Vi in T)
izmerimo in tako dolo¢imo Van der Waalsovi konstanti

plina:

b = kT/(8p,) ter a = 27k2TZ/(64p)

Plin, ohlajen pod kriticno temperaturo, se imenuje
para. Paro lahko z izotermnim stiskanjem utekodi-
nimo. Plina, ki je segret nad kriticno temperaturo, pa
ne moremo kondenzirati v kapljevino, ¢etudi ga sti-
skamo s Se tako velikim tlakom. Izoterme realnih plinov

za temperature, ki so velike v primerjavi s kritiéno .

temperaturo (T >> Ty), so podobne izotermam idealnih
plinov. Realen plin je torej podoben idealnemu, ce je
njegova temperatura velika v primerjavi s kriticno. Tak-
-8ni plini so npr. helij, vodik, kisik itd., ki jih pri navadnih
temperaturah lahko obravnavamo kot idealne.

Vrenje in kondenzacija

Bistveno za vrenje je, da nastajajo mehurcki pare v
notranjosti kapljevine. Kapljevina obi¢ajno vsebuje tuje
delce, npr. prasne, ki jih ne moéi (gl. str. 152), kar
pomeni, da se ne dotika povsem njihove povrsine. Med
prasnimi delci in kapljevino so torej mikroskopska
obmoc¢ja, v katera kapljevina hlapi (podobno kot hiapi s
povrs$ja v okolni zrak), tako da nastajajo mehurcki pare,
katere tlak je enak nasiéenemu parnemu tlaku pri tem-
peraturi kapljevine. Ker ima nastala para vecji volumen
kot kapljevina (iz katere para nastane), se ob nastanku
parnega mehurcka kapljevina razrine. Temu naspro-
tuje tlak p v obdajajoc¢i kapijevini (ta je enak vsoti
zunanjega zraénega tlaka p,, ki pritiska na gladino
kapljevine, in hidrostatitnega tlaka same kapljevine
(slika 9.4). Ce je tlak p kapljevine vegji od tlaka p, pare
v mehurcku, se mehuréek ne more razrasti in takoj
splahne. Vrenje se priéne, ko je kapljevina segreta na
dovolj visoko temperaturo, da je nasiceni parni tlak p,
kapljevine (ki naras¢a s temperaturo), veéji od zuna-

njega tlaka. Ko se.parni mehurcki razrastejo, se zaradi

vzgona dvignejo h gladini kapljevine. Med dviganjem
prehajajo skozi zgornje, hladnejse plasti (¢e kapljevina
Se ni dovolj segreta) in splahnevajo. Zvo¢ni Sum, ki
nastaja ob splahnevanju parnih mehurékov, je znadilen
za kapljevino tik pred vrenjem. Ko ta Sum utihne (to je
ko mehurcki ve¢ ne splahnevajo), se zacne pravo vre-
nje (dokler mleko na stedilniku $umi, $e ne vre; vrenje
se zacne, ko Sumenje preneha).

Mehuréki pare ne nastajajo le ob prasnih in drugih
delcih v kapljevini, ampak tudi ob dnu in steni posode,
saj je ta v mikroskopskem merilu dokaj hrapava, z
jamicami, v katerih se zane nabirati para. Zametki

parnih mehurékov se lahko pojavijo v kapljevini celo
zaradi statisticno neurejenega termiénega gibanja
molekul kapljevine.

Vrelisce

Obstojnost posameznih faz ali agregatnih stanj (npr.
kapljevinske oziroma plinske faze) ter pogoje, pri kate-
rih se izvr§i fazna sprememba (npr. vrenje ali konden-
zacija), pregledno prikazemo s t. i. faznim diagramom;
na eno koordinatno os nanasamo tlak (p) v snovi, na
drugo pa temperaturo (7) (slika 9.5). V diagramu nari-

Semo graf odvisnosti nasi¢enega parnega tlaka p, od’

temperature (zvleCena crta).

Izotermno stiskanje plina (slika 9.3) predstavimo v faz-
nem diagramu z navpiéno ¢érto {npr. ¢rtkana ¢rta pri
temperaturi T,). Plin z velikim volumnom (in majhnim
tlakom) stiskamo pri stalni tempetaturi T,. Tiak plina
naraséa do vrednosti p, (dosezemo krivuljo nasite-
nega parnega tlaka); tedaj se ustali in plin se med
nadaljnjim stiskanjem kondenzira. Sele ko je ves plin
kondenziran v kapljevino, se tlak (tokrat v kapljevini)
spet povisuje. Podoben poskus napravimo pri razli¢nih
temperaturah. Vidimo, da plinska faza obstaja v
obmogju pod krivuljo nasi¢enega parnega tlaka, to je
za p < pp, kapljevinska faza pa je obstojna v zgornjem
obmodju, za p > p,. Vzdolz krivulje (za p = p,) pa
imamo zmes kapljevinske in plinske faze. Tlak zmesi
kapljevinske Iin plinaste faze je enak nasi¢éenemu
parnemu tiaku (ta je seveda odvisen od temperature).

Fazni diagram na sliki (9.5) prekorac¢imo Se v vodoravni
smeri. Pri stalnem tlaku p spreminjamo temperaturo
(npr. z dovajanjem toplote). Zaradi pritekajoée toplote
se temperatura kapljevine povisuje, vendar le do krivu-
lie nasi¢enega parnega tlaka, to je do temperature 7,
pri kateri je p = p,. Tedaj se kapljevina za¢ne uparjati
(pri stalni temperaturi T,). Dovedena toplota se pora-
blja za izparevanje. Temperatura je kljub dovajanju
toplote stalna toliko &asa, dokler vsa kapljevina ne
izpari. Sele nato, ko imamo le plinasto fazo, se tempe-

ratura spet povisuje. Pri stalnem tlaku torej velja:

T<T, kapljevinska faza
T=T, zmes kapljevinske in plinske faze
T>T, plinasta faza

Temperatura T,, pri kateri sta kapljevinska in plinasta
faza v ravnovesju (obstajata v zmesi), pri katerije torej
tlak enak nasi¢enemu parnemu tiaku (p = p,), se
imenuje vrelis¢e kapljevine. Pri danem tlaku je kaplje-
vinska faza mozna le, ¢e je kapljevina ohlajena pod
vrelide, in plinasta, €e je temperatura nad vrelis¢em.
Temperatura zmesi kapljevinske in plinaste faze je
enaka vreli$éu (pri danem tlaku).

Odvisnost nasi¢enega parnega tlaka od temperature
(zvlegena ¢&rta p = p, v faznem diagramu na sliki 9.5)
interpretiramo tudi kot odvisnost vreli§éa od tlaka.
Vreli§ée naraséa s tlakom. Cim vedji je tlak nad kaplje-
vino, tem vi§ja mora biti temperatura, da kapljevina vre.
Nasprotno se vreliSe kapljevine zniZa, ¢e se tlak nad
kapljevino zmanjsa. Tako je vrelis§ée vode pri tlaku 1
bar (npr. na morski gladini) 100 °C, na visini Triglava
(kjer je tlak okrog 0,75 bar) pa le 90 °C. Ce se tlak nad
vodo zmanj$a na 12 mbar,-se vreli§¢a zniza celo do
10°C.
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Nizanje vreliS¢a s padanjem tlaka lepo ilustrira poskus.
Odprto stekleno buco z vodo segrevamo s plamenom.
Ko zacne vvoda vreti, odstranimo plamen in bucko
zapremo. Cez nekaj ¢asa voda v bucki preneha vreti;
temperatura je 100 °C in tlak v bu¢ki je okrog 1 bar, ki je
pretezno tlak nasiGene pare (nastala para je izrinila
veéino zraka iz bucke). Nato tlak pare v bucki nena-
doma zmanjéamo (bucko npr. prikljuéimo na &rpalko,
ki izsesa paro iz nje, ali bu¢ko polijemo s hladno vodo,
da se nasi¢ena para kondenzira v kapljice, slika 9.6) in
voda zaéne spet burno vreti, kajti segreta je (100 °C)
nad vreli§éem pri novem, zmanjsanem tlaku v bucki.
Toploto, potrebno za vrenje, &rpa iz lastne notranje
energije, zato se ohlaja. Vrenje se ustavi, ko se ohladi
do vrelidéa pri novem tlaku v bucki. Ponovno zmanj$a-
nje tlaka sprozi novo vrenje itd.

lzparilna toplota

- Iz srednje $ole se spominjamo grafa, ki prikazuje spre-
minjanje temperature snovi med dovajanjem toplote Q
(slika 9.7), to je med vodoravnim preckanjem faznega
diagrama na sliki (9.5). Temperatura kapljevine je pri
stalni specifi¢ni toploti ¢, linearno odvisna od toplote
Q (gl. 8.54): Q = mcy(T- Ty} ali T = Ty + Q/mc,. Ko
temperatura doseze vreli§¢e T,, se  ustali in ostane
stalna vse dotlej, dokler ne dovedemo celotne izparilne
toplote Q; = mq,, ki je potrebna za izparitev kapljevine z
maso m. Nato se temperatura nastale pare povisuje
linearno z dovedeno toploto (le da bolj strmo kot pri
kapljevini, ker je specifitna toplota pare manjsa).
Specificna izparilna toplota (g;) je toplota, ki izpari
pri vreli§éu 1 kg kapljevine. Za vodo je npr. g; =
= 0,63 kWh/kg (= 540 kcal/kg).

Med obratnim prehodom, ko paro z odvzemanjem
toplote ohlajamo, se para pri vreliséu T, zacne konden-
zirati. Kljub odvajaniju toplote je temperatura stalna (7,)
toliko éasa, dokler vsa para ne kondenzira v kapljevino.
Med kondenzacijo oddana toplota (t. i. kondenzacij-
ska toplota) je enaka izparilni toploti.

Ce se opeéemo z nasi¢eno paro 100 °C, je mnogo bolj
nevarno, kot ¢e se ope&emo z vrelo vodo 100 °C (kljub
enaki ' temperaturi). V prvem primeru se namre¢
sprosca $e precej$nja kondenzacijska toplota, ki nas
dodatno opece.

Izparilna toplota Q;, ki se porabi za izotermni prehod iz
kapljevinskega stanja v plinasto, se deloma naloZi v
poveéano notranjo energijo snovi (poveca se pred-
vsem njen potencialni del v zvezi s spremembo
zgradbe snovi), deloma pa krije delo, ki se opravi med
pove&anjem prostornine snovi zaradi vrenja. Para ima
namreé precej vecjo prostornino (V,) kot kapljevina
(Vy), iz katere nastane (gl. sliko 9.3). Iz energijskega
zakona termodinamike (8.48) dobimo, da se notranja
energija snovi z vrenjem poveca za:

AW, =Q+A=0Q,-p(V,- V)

Primer: Izradunaj spremembo notranje energije 1 kg
vode, &e ta pri 100 °C zavre v paro. Specifi¢na izparilna
toplota vode je q; = 0,63 kWh/kg, tlak je p = 1 bar.

Volumen nastale pare smo izraunali v primeru na
strani 186: V, = 1,6 m?®. Vidimo, da lahko v primerjavi z
njim zanemarimo volumen vode (V; = 1 dm?®).

Slika 9.4

" kapljevinaT

Slika 9.6
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W, = 0,63 kWh—1,6 - 10° = 0,63 kWh—0,05 kWh =
= 0,58 kWh

Izparilna toplota je odvisna od temperature, in sicer se
z vi§jo temperaturo manjsa. S slike (9.3) je razvidno,
da je razlika v prostornini pare in kapljevine (V, — V,,
ravni del izoterme realnih plinov) pri visji temperaturi
manj dela ob raztegnitvi, obenem se tudi potencialna
energija molekul snovi manj pove¢a (ker se manj
povela povpreéna razdalja med njimi). Pri kritiéni tem-
peraturi se izparilna toplota celo povsem izgubi (g, = 0
pri T = T,), kar pomeni, da je fazna sprememba v
kriti€nem stanju spontana (brez porabe energije). Kot
primer navedimo, da je specificna izpariina toplota
vode pri 0°C enaka 0,693 kWh/kg, pri 100°C
0,630 kWh/kg, pri 180 °C 0,557 kWh/kg in pri 374 °C
0 kWh/kg.

Primeri:

1. Elektriéni grelec z moéjo 2 kW potopimo v 6 litrov
vode, ki ima temperaturo 20 °C. Kaj dobimo in kolikSna
je temperatura, ¢e grelec gori 30 min in &e se za
segrevanje vode porabi 80% potroSenega elektri¢nega
dela grelca?

Sprosti se toplota:
Q=n1A=79Pt=08-2kW-0,5h = 0,8 kWh i

Za segretje 6 kg vode z 20°C na 100 °C se potrosi
toplota mc AT = 6 kg - (7/6)(Wh/KgK) - 80K = 560 Wh
= 0,56 kWh. Preostalih 0,24 kWh toplote izpari
.0,24/0,63 kg = 0,38 kg vode v paro 100 °C.

Dobimo 0,38 kg nasi¢ene pare in 5,62 kg vrele vode,
oboje pri 100 °C.

2. 10 litrov ledeno mrzle vode (0 °C) vlijemo v posodo,
v kateri je 0,5 kg nasi¢ene pare s temperaturo 100 °C.
KolikSna je kon¢na temperatura, ¢e se ni¢ toplote ne
izmenja z okolico?

Ker je pare malo, mrzle vode pa veliko, se vsa para
kondenzira in dobimo vodo s temperaturo T. Toplota,
ki se sprosti, ko se para kondenzira in ko se iz nje
nastala vrela voda ohladi od 7, do 7, se porabi za
segretje vode hladne od T, = 0°C do T:

myq; + mye(T,— T) = mye(T—T,)

Tu je ¢ = (7/6) Wh/kgK, m, = 10 kg, m, = 0,5 kg in g; =
=630 Wh/kg. Dobimo:

T= [mp(q,- + cT,) + m,cTii/(m, + m,)c = 30°C

3. Nasigeno paro s temperaturo 350 °C adiabatno raz-
tegnemo, da se ohladi na 180 °C. Koliko odstotkov pare
se pri tem kondenzira?

Tovrstni problem najenostavneje razresimo s pomocjo
entropije (gl. str. 214). Ker je adiabatna raztegnitev
nasic¢ene pare (in njena kondenzacija) reverzibilna (tlak
in temperatura sta enaka tako v plinasti kot v kapljevin-
ski fazi), se entropija-sistema para-vrela voda ne spre-
meni. Iz entropijske tabele vode (g!. str. 231) razbe-

remo, da ima 1 kg nasi¢ene pare pri temperaturi 350 °C
entropijo 5210 J/K, pri 180 °C pa 6586 J/K, entropija
1 kg vrele vode pri 180 °C pa je enaka 2140 J/K.

Med raztegnitvijo kondenzira x odstotkov pare, tako da
je: '

m- 5210 J/K = (1 — x)m - 6586 J/K + xm - 2140 J/K

 ter

x =031 =31%

Clausius-Clapeyronova enaéba

povezuje spremembo nasi¢enega parnega tlaka kaplje-
vine s spremembo temperature oziroma spremembo
vrelis€a kapljevine s spremembo tlaka. Izpeljemo jo s
pomo¢jo Carnotovega kroznega procesa (gl. str. 210).

Mislimo si Carnotov toplotni stroj, ki dela med tempe-
raturama T in T-dT, kot delovno sredstvo pa uporablja
zmes vrele kapljevine in nasi¢ene pare. Vreli kapljevini
(z maso m) pri tlaku p in temperaturi T (to¢ka 1 na sliki
9.8) dovajamo toploto, da izpareva, s ¢imer se razteza
(do tocke 2) in odda delo p(V, — V). Tlak pare zmanj-

$amo za dp, obenem se vreli$¢e zniza za d7. Nastali -

spremembi sta dovolj majhni (izotermi na sliki 9.8 sta
blizu skupaj), da zanemarimo spremembo prostornin
V, in V.. Nasi¢eno paro s temperaturo T — dT nato
izotermno stisnemo, da se kondenzira, za kar potro-
8imo delo (p — dp)(V, — V), ter na koncu zaklju¢imo
krozno spremembo.

Delovno sredstvo prejme toploto mgq; pri temperaturi T
in odda delo dA = p(V, - V;) — (p— dp)(V, — V;) = dp(V,
— V,). I1zkoristek tega toplotnega stroja zato znasa (gf.
8.85):

n = dT/T = dAQ = dp(V, - V;)/mg;

tako da je:

mq;

dpldT = ———
T(V, - Vy)

Clausius-Clapeyronova
enacba (9.5)

Doblieno enacbo enostavno integriramo, ¢e pred-
postavimo, da se para obna3a kot idealen piin: V, =
= (m/Mkg)RT/p, da je izparilna toplota g; prakti¢no
konstantna v temperaturnem obmocju, ki nas zanima,
ter da je volumen kapljevine majhen v primerjavi z
volumnom pare (V; << V). Sledi:

dp/p = (Mkgq/R)dT/T?
Po integrac'iji dobimo:

1/T=1/Ty— (R/ngq,-)ln(-p/po) . (9.6)
kjer sta Ty in T temperaturi vreli§¢a pri tlaku py oziroma
p.
Utekodéinjenje plinov
Plin lahko uteko¢inimo tako, da ga izotermnov stisnemo

pri temperaturi, ki je nizja od njegove kriti¢ne tempera-
ture (gl. str. 219). Z obicajnim hladilnim sistemom (gl.
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str. 212) lahko ohladimo plin do okrog ~10 °C. Se nizje
temperature dosezemo s pomodjo ogljikovega diok-
sida (ali Zveplovega dioksida), ki stisnjen v bombi pod
tlakom do 70 barov ekspandira skozi ventil, zamrzne in
se ohladi do okrog ~70 °C. Z zamrznjenim CO, ohla-
dimo eter, katerega parni tlak pri teh temperaturah je
okrog 1 mbar. Etrove pare odsesamo in eter se s
sublimiranjem ohladi do okrog —120 °C, kar je dovolj za
utekocinjenje npr. kisika, katerega kriticna tempera-
tura je -118 °C.

Drug postopek utekoc&injenja plinov je t.i. Lindejev
postopek (slika 9.9), ki se uporablja predvsem za ute-
koé&injenje zraka. Zrak najprej v kompresorju stisnemo
do tlaka okrog 200 barov. Stisnjen in segret zrak
vodimo skozi higroskopiéno sredstvo (ki mu odvzame
vlago) in skozi hladilno kaco, kjer se nekoliko ohladi,
nakar se v ekspanzijskem ventilu raztegne v veéji pro-
- stor (tlak se zmanjSa na okrog 15 bar), pri éemer se
ohladi (priblizno za 1/4 °C za vsak bar tlaéne razlike).
Ohlajen (za okrog 46 °C) zrak nato vodimo mimo hla-
dilne kace (kjer ohlaja prihajajoc¢i zrak) nazaj v kompre-
sor itd. Postopek ponavljamo toliko ¢asa, dokler se
zrak ne zacne utekocinjevati. Utekoéinjen zrak ima
temperaturo okrog — 190°C. )

Taljenje in strjevanje

Prehod iz trdnega stanja v kapljevinsko ali obratno je
povezan s spremembo zgradbe snovi in je zato pri
kristalnih trdninah bistveno drugac¢en kot pri amorfnih.

Amortne trdnine {(npr. stekio, smola, vosek, razliéne
plastike itd.) imajo podobno neurejeno zgradbo kot
kapljevine, le da molekule ne morejo potovati skozi
snov(so nekako zamrznjene). Te trdnine so pravzaprav
zelo viskozne kapljevine. Zaradi tega se med segreva-
njem vedno bolj meh¢ajo in postopoma prehajajo v
kapljevinsko stanje; njihova temperatura bolj ali manj
enakomerno naras¢a (¢rtkana krivulja na sliki 9.10).
Pravimo, da amorfne trdnine zvezno prehajajo v kaplje-
vinsko stanje; ni ostre meje med enim in drugim sta-
njem. Amorfna trdnina se ne tali, se topi (npr. kos
masla v ponvi). v

Drugace je pri kristalnih trdninah. Zanje je znaéilna
urejena zgradba (gl. str. 129). Atomi so urejeno razvrs-
¢eni na dana mesta v kristalni mreZi in lahko le neko-
liko nihajo okrog ravnovesnih polozajev. Ce tak$no
snov segrevamo (dovajamo toploto Q), se njena tempe-
ratura najprej enakomerno povecuje in atomi vedno
bolj intenzivno nihajo. Pri tali¢u (T;) je kineti¢na ener-
gija posamicnih nihajo¢ih atomov ravno zadostna, da
se atomi sprostijo in pobegnejo, pri Gemer se obi¢ajno
povezejo in kot molekule preidejo v kapljevinsko sta-
nje. Kristal se pri¢ne taliti. Med taljenjem se tempera-
tura kljub segrevanju ne povisuje (zvle¢ena ¢rta na sliki
9.10), pac pa se dovedena toplota (t. i. talilna toplota Q;
= mgq;) porablja predvsem za povefanje potencialne
energije atomov zaradi prehoda iz urejene zgradbe v
neurejeno.

Ker se gostota snovi s taljenjem le malo spremeni (pri
vrenju pa precej), je specifiéna taliina toplota (g;)
navadno precej manj$a od specifi¢ne izparilne toplote
g;- Za vodo je npr. g; = 630 Wh/kg, q; pa le 93 Wh/kg.

Veéina snovi s taljenjem poveéa prostornino, in sicer
za nekaj % (do najve¢ 7%), izjema so le led, bizmut ter
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nekatere redke zemlje, ki imajo razmeroma razredéeno
kristalno zgradbo in se zato s taljenjem zgostijo
(kapljevinska faza ima ve¢jo gostoto kot trdna), led npr.
za cca 9%, bizmut za 3%.

Ker so relativne spremembe prostornine snovi ob talje-.

nju razmeroma majhne, se tali$¢e le malo spreminja s
tlakom, torej povsem drugade kot pri vrelid€u, ki je
modéno odvisno od tlaka.

Odvisnost tali§éa od tlaka ugotovimo s podobno
enaébo, kot velja za vrelisée, to je s Clausius- C|apeyr0-
nov enacbo (9.5), ki se za ta primer glasi:

dp ma; '
= 97
aT,  TdViep — Vira) ®.7)

Tu sta Vi in Viy prostornini snovi (z maso m) v
kapljevmskem in trdnem stanju. Ce je torej Viap > Vira
(kar je pri veéini snovi), je dp/dT; > 0 (pozitivnemu dp
ustreza pozitiven d7;) in talisée se z ve¢anjem tlaka
povisuje. Za led pa velja Vigp < Viry in zato dp/dT, < O:
poveéan tlak zniza talidée (zmanjSan pa povisa).
Vidimo, da povec¢an tlak favorizira tisto agregatno
. stanje, v katerem ima snov manjso prostornino. Pove-
&an tlak Zze sam sili trdnino v taljenje in je zato ni treba
tako moé&no segreti, da se stali (talice je nizje). Seveda
pa sprememba talia zaradi spremenjenega tlaka ni
tako opazna, kot npr. pri vreli$éu. Za led npr. dobimo:

=0°C = 273K, m = 1Kg, Vigpp = 1dmd, Vg =
= 1 ,09 dm?, g, = 93 Wh/kg in :

93Wh
273K - 0,09dm®
dT/dp = 0,0074 K/bar

dp/dT; = — =—136 bar/K ali

Vsak bar tiaéne razlike spremeni taliS¢e ledu za
0,0074 °C. Ce torej zelimo talis¢e ledu znizati za 1 °C,
moramo tlak poved&ati za 136 barov. Drugace kot led se
obnasa npr. parafin, ki s taljenjem poveéa prostornino;
njegovo tali§ée pri normalnem zraénem tlaku je npr.
46 °C, pri 100 barih pa pri 50 °C.

S slike (9.10) razberemo, da pri danem tlaku obstaja
kapljevinsko stanje, e je temperatura vi$ja od talisca,
in trdno stanje, Ge je nizja. Pri tali$¢u (T = T;) lahko obe
fazi obstajata druga ob drugi. Zmes kapljevinske in
trdne faze snovi ima temperaturo taliSéa. Moker led
ima npr. temperaturo 0 °C, ravno tako voda, v kateri
plavajo koscki ledu.

Primeri:

1. Elektriéni grelec z mocjo P = 2 kW potopimo v zmes
m, = 2 kg vode in m; = 4 kg ledu. Koliko ¢asa mora
grelec goreti, da dobimo paro s temperaturo T, =
= 100 °C, &e se ni¢ toplote ne izgubi v okolico?

Toplota Q = Pt, ki jo grelec odda v éasu t, mora najprej '

pri 0 °C staliti led, nato vso vodo segreti do 100 °C ter
tam vso vodo izpariti:

2. Nakos ledu z maso m; = 10 kg in temperaturo 7, = —
10 °C vlijemo m, = 2 kg nasi¢ene pare s temperaturo T,
= 100 °C. Kaj dobimo in kolik§na je konéna tempera-
tura, ¢e zanemarimo izgubo toplote v okolico? Speci-
ficna toplota ledu je ¢, = 2100 J/kgK.

Predpostavimo, da dobimo vodo s temperaturo T.
Torej se para kondenzira in iz nje nastala voda ohladi s
T, na T, pri ¢éemer se odda toplota m,q; + myc(T, — T).
Ta toplota segreje led s T, na T;, ga stali in iz njega
nastalo vodo segreje s T; na T, za kar je potrebna
toplota mc(T; — T\) + myg, + me(T — T;). Sledi:

myq; + mpe(Ty — T) = me(Te = Ti) + myqe + mye(T -

-T)

ter
T = [my(g + cT,) - m/c|(Tt T) — m(q, — cTyle
(ml + mp)
T=136°C

Dobimo 12 kg vode s temperaturo 36 °C.

Ce bi dobili rezultat T> 100 °C, nasa predpostavka (da
nastane voda) ne bi bila pravilna. Tedaj bi bila kon¢na
temperatura 100 °C in ostalo bi $e x kg pare, tako da bi
bilo:

(my + m)e(T-T,) = xq;

Za T < 0°Cpajekonctna temperatura 0 °C in ostane $e
y kg ledu, tako da je:
(mp + m)e(Ty = T) = ya

3. Na gladini jezera nastaja plast ledu. Nad ledeno
skorjo je temperatura zraka stalno enaka 7, = —10 °C,
pod njo pa ima voda temperaturo T; = 0 °C. Kolikdna je
debelina ledene skorje po ¢asu t = 1 h od zacetka
zmrzovanja? Toplotna prevodnost ledu je A = 2,2 W/
mK, njegova gostota pa ¢ = 0,92 g/cm®.

V nekem vmesnem trenutku ¢ je skorja debela x. V
naslednjem kratkem ¢asovnem intervalu dt uide skoz-
njo toplota dQ = PdT = AS(T; — T,)dt/x, zaradi Gesar ob
spodnji strani skorje zamrzne dm = dQ/q; vode in se
debelina skorje poveéa za dx = dVIS = dm/pS. Sledi
enacdba:

xdx = dQ/{eSqy) = MT; — T,)dt/(oq)

" Po integraciji, upostevaje zagetni pogojx =0zat =0,

dobimo rezultat:

x = V2T, - T,)tloq: = 2,3 cm

Sublimacija

Kafra, naftalin in druga sredstva proti moljem na zraku
slej ko prej »izginejo«, preidejo iz trdnega stanja nepo-
sredno v plinasto (brez vmesnega kapljevinskega sta-
nja); pravimo, da sublimirajo. ObeSeno mokro perilo
na hudem mrazu zmrzne, vendar se tudi zaledenelo

Pt = mq; + (m + m)e(T, - T) + (my + m,)q;
Pt = 372 Wh + 700 Wh + 3780 Wh = 4,85 kWh

‘ perilo posusi (resda v ve¢ dnevih), posebno ¢e piha
t = 4,85 kWh/2kW = 2,4 h

veter. Pri nizkih temperaturah tudi led sublimira. Trden 7
jod se pri normalnem zraénem tlaku tali pri 80 °C. Ce "
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pa ga segrevamo v posodi pod zmanjsanim tlakom
(npr. nekaj stotink mbara), pa sublimira Ze pri obi¢ajnih
temperaturah: Tudi led pri 0 °C sublimira, ¢e je tlak nad
njim manjsi od okrog 6 mbar. Ogljikov dioksid (ki ga
shranjujemo v tekotem stanju v bombi pod tlakom
okrog 100 bar) butne iz odprte bombe kot plin, pri

¢emer se raztegne in ohladi tako moéno (do—78 °C), da .

se takoj strdi v trden CO; (t. i. suhi led).

Trdnina sublimira podobno kot kapljevina izhlapeva z

_ gladine. Vendar se ta prehod uveljavi le, &e je tlak zraka

nad snovjo dovolj nizek. Naceloma vsaka trdnina v
vakuumu sublimira. Prehod trdnine v kapljevinasto sta-
nje je mozen le, &e je tlak nad snovjo dovolj velik. Tlak
namreé prepreéuje, da bi se molekule, ki se sprodcajo z
ruSenjem zgradbe trdnine, razbezale v plinasto stanje.
Ce okolisnega tlaka ni, prehaja trdnina neposredno v
plinasto stanje.

Sublimacijska toplota g, (to je toplota, ki je potrebna,
da 1 kg trdne snovi pri stalni temperaturi sublimira v
plinasto stanje) je vsota talilne in izparilne toplote,
oboje vzeto pri temperaturi sublimacije: g, = g + g
Tako je sublimacijska toplota ledu pri 0°C enaka
93 Wh/kg + 693 Wh/kg = 786 Wh/kg.

Fazni diagram — trojna tocka

Fazni diagram smo 2e omenili na strani 220 in sicer v
zvezi z vrenjem kapljevine. Tokrat bomo njegovo upo-

“rabo razsirili na vse vrste sprememb agregatnega sta-

nja snovi. S tem diagramom pregledno prikazemo, pri
katerih tlakih in temperaturah so obstojne posamezne
faze ter kak§en mora biti tlak v snovi pri dani tempera-
turi (oziroma kak3na mora biti temperatura pri danem
tlaku), da se izvr3i neka fazna sprememba. )

Na sliki (9.11) je skiciran fazni diagram za vodo. Krivu-
ljo vrenja ze poznamo (gl. sliko 9.5); vzdolz nje sta
obstojni kapljevinasta in plinasta faza. Dodani sta Se
krivulji taljenja in sublimacije, ki podajata odvisnost
taliséa oziroma sublimacijske temperature od tlaka.
Ker se talid¢e ledu z vedanjem tlaka znizuje (gl. str.
224), je krivulja tali§¢a nagnjena v levo (nagib je zelo
majhen, na sliki je zaradi preglednosti pretiran).

Recimo, da ledu dovajamo toploto pri stalnem tlaku,
npr. 1,01 bar. Temperatura ledu se poviSuje (pomikamo
se po vodoravni &rtkani €rti v desno), dokler pri0°C ne
dosezemo krivulje taljenja (0 °C je talis¢e ledu pri tlaku,
1,01 bar). Tu se temperatura ustali in led se pri¢ne taliti.
Ko je ves led staljen, se ob nadaljnjem dovajanju
toplote temperatura vode povi$uje do 100 °C, ko dose-
semo krivuljo vrenja. Pri tlaku, 1,01 bar je torej led
obstojen za temperature < 0 °C, teko¢a voda pri 0 °C =
T < 100 °C in para pri T = 100 °C. Podoben poskus
napravimo pri nizjem tlaku, npr. pri 0,30 bar. TalisCe se
le neznatno povisa, paé pa se vrelidce zniza s 100 °C na
70 °C. Pri tem nizjem tlaku je torej kapljevinsko stanje
vode obstojno le v temperaturnem obmo¢ju od 0 °C do
70 °C. To obmogije se $e bolj zozi, ¢e tlak Se znizamo.
Pri tlaku 6 mbar se povsem zozi v to¢ko, tako da je
kapljevinsko stanje vode obstojno le pri temperaturi
natanko 0,01 °C (to¢ka T3 na sliki 9.11). Pod tem tlakom
kapljevinsko stanje vode ni mozno, pa¢ pa led prehaja
neposredno v paro (sublimira). ‘

Todka Ts, v kaferi se sekajo krivulje taljenja, vrenja in
sublimacije, se imenuje trojna toéka snovi; pove tlak in
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temperaturo, pri katerih so vsa tri agregatna stanja
snovi v medsebojnem ravnovesju. Zmes ledu, vode in
pare obstaja le pri temperaturi 0,01 °C in tlaku 6 mbar.
Kapljevinsko stanje snovi je mozno le, ée je tempera-
tura visja od temperature trojne to¢ke. Pod to tempe-
raturo pa trdna snov sublimira. Pri normalnih pogojih
torej sublimirajo tiste trdnine, katerih temperatura in
tlak trojne toCke sta visja od normaine temperature
oziroma normalnega tlaka. ’

Za primerjavo si oglejmo $e fazni diagram ogljikovega
dioksida (slika 9.12). Trojna toc¢ka je pri tlaku 5,0 bar in
temperaturi — 56,6 °C. Pri normalnih pogojih je torej
obstojen plinast CO.,. Ce ga pri tlaku 1,01 bar ohlajamo,
se pri temperaturi — 78 °C strdi direktno v trden CO,
(suhi led). Teko¢i CO; je obstojen le pri tlakih nad 5 bar
in ¢e je temperatura manj$a od 31 °C (kritiéna tempera-
tura). Krivulja taljenja je tu nagnjena v desno (obratno
kot pri vodi), kajti talis¢e se z ve€anjem tlaka poviSuje
(ker CO, s taljenjem povecuje prostornino, gl. str. 224).

Fazni diagram poljubne snovi se v smeri visokih tempe-
ratur konéa pri kritiéni temperaturi T, (gl. str. 219). Pri
tej temperaturi kapljevina zvezno in naenkrat (brez
porabe toplote) preide v plinasto stanje. TakSen pre-
hod je moZen zato, ker imata kapljevina in plin
podobno (izotropno) zgradbo. Taljenje trdnine na
drugi strani pa je izrazit nezvezen (oster) prehod, saj
ima trdnina urejeno (anizotropno) zgradbo, kapljevina
pa neurejeno (izotropno). Zato se krivulja taljenja
nadaljuje v neskonénost. Krivulja sublimacije se kon¢a
v koordinatnem izhodi$¢u faznega diagrama (zap = 0
jetudi T = 0).

Metastabilna stanja

S faznega diagrama razberemo, katera agregatna sta-
nja snovi so obstojna pri posameznih tlakih in tempera-
turah. Vendar stvar ni tako enostavna, kot smo jo
doslej prikazali. Vodo namre¢ lahko ohladimo pod
0 °C, ne da bi zamrznila, ali pa jo lahko segrejemo nad
100 °C (pri normalnem tlaku), ne da bi zavrela. Govo-
rimo o podhlajeni oziroma pregreti vodi.

Da voda, ohlajena pod 0 °C, zamrzne v led, se morajo
vodne molekule razporediti v kristalno mrezo, za kar pa
so0 kot zagetek potrebna t. i. kristalizacijska jedra (npr.
prasni delci v vodi), ob katerih se molekule za¢no
urejati. Povsem c¢isto in mirno vodo lahko ohladimo
tudi do — 20 °C, ne da bi kristalizirala. Ce v podhlajeno
vodo vsujemo prasne delce (ali $e bolje — drobne
kristaltke ledu), del vode v hipu zamrzne; pri tem
spros&ena talilna toplota jo segreje nazaj do 0 °C (slika
9.13).

Amorfne trdnine (npr. steklo) so pravzaprav podhla- .

jene kapijevine. Tekoo maso tako hitro chladimo, da
ne utegne kristalizirati, pa zato zamrzne v izotropno
trdnino. Tak3no stanje je metastabilno in séasoma pre-
haja v stabilno kristalizacijsko stanje (steklo se npr.
stara). .

Podobno so za zacetek vrenja potrebna vrelna iédra v
kapljevini, npr. prasni delci, mehurcki zraka ali drugih
plinov, ioni ter ostre konice v stenah posode. Ob teh

jedrih se zaéno razra$¢ati parni mehuréki, ko nastopijo .
- pogoji za vrenje. Cisto kapljevino (ki ne vsebuje vrelnih

jeder) lahko segrejemo visoko nad vrelis¢e, pa ne more

zavreti. Ce v taksno pregreto kapljevino vsujemo

.vrelna jedra (ali €e kapljevino moéno stresemo),

hipoma in burno izpari. Toploto za vrenje ¢rpa iz lastne
notranje energije, zato se ohladi nazaj na vrelisce.

Metastabilno stanje tudi dobimo, ¢e nasi¢eno paro
previdno ohlajamo pod vreli$ée kapljevine (t. i. prena-
siena para). Da se kondenzacija pare priéne (da se
molekule zberejo v kaplje), so namre¢ potrebna kon-
denzacijska jedra (prasni delci in ioni). Brz ko v prena-
si¢eno paro vnesemo kondenzacijska jedra, se okrog
njih naberejo kapljice.

Metastabilno stanje kapljevine — pregreto kapljevino in
nasiéeno paro — napovedujejo tudi Van der Waalsove
izoterme realnih plinov (slika 9.14, glej tudi sliko 9.3).
Ce plin brez kondenzacijskih jeder previdno stiskamo
pri stalni temperaturi (npr. T,), njegov tlak naraste nad
nasi¢eni parni tlak p, (ki ustreza temperaturi T;) in se
plin ne kondenzira. Podobno se dogaja na drugi strani
izoterme. Ce kapljevini previdno zmanjsujemo tlak (pri
stalni temperaturi T;), ne zavre, ¢etudi njen tlak pade
pod nasic¢eni parni tlak.

Metastabilnosti pa ni pri taljenju in sublimaciji trdnine;
ta prehoda se lahko zacneta brez jeder.
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TABELE SNOVNIH PARAMETROV

TABELE
 SNOVNIH

PARAMETROV

Statiéni in drsni torni koeficient

ks k;
Sani na suhem snegu 0,02
Teflon — teflon 0,04 0,04
Usnje —naoljena kovina 0,15
- mastna kovina 0,25
—suha kovina 0,55
Jeklo —jeklo (suho) 0,78 0,42
(naoljeno) 0,2 0,1
Les— kamen 04
Usnje — hrastov les (vzporedno z :
letnicami) : 0,54 0,32
Hrastov les — hrastov les (vzporedno
Z letnicami) 0,62 0,48
(pravokotno na letnice) 0,54 0,32
Baker — mehko zelezo 0,53 0,36
Aluminij — mehko zelezo 0,61 0,47
Mehko Zelezo — mehko zelezo 0,74 0,57
Steklo — steklo 0,94 0,4
Beton —rde¢a opeka 0,6-0,7
Gostota mase
Kovine Druge trdnine
pri 20 °C (g/cm®) pri 20 °C (g/cm®)
Aluminij 2,7 Diamant 3,5
Baker 8,9 Kamena sol 22
Cink 7,2 Kost 1,8-2,0
Iridij 22,4 Led (0 °C) 0,92
Jeklo 7,7-7,9 Parafin 0,9
Kalij 0,87 Pleksi steklo 1,2
Kositer 7,3 Polivinil 1,4
Litij . 0,53 Trd kavéuk 1,2
Magnezij 1,75 Beton —tezek 2,7
Natrij 0,97 — agregat 2,3
Osmij 22,5 - perlit 0,5
Platina - 21,4 Rdeca opeka
Srebro 10,5 — polna 1,6
" Svinec 11,3 - votlak’ 1,2
Uran 19 Les
Volfram 19,3 ~ bukev, hrast 0,8
Zlato ‘ 19,3 - smreka, bor 0,6
Zivo srebro 13,6 Asfalt 21
Polivinilklorid 1,4
Pluta 0,05
Stiropor 0,015
Kapljevine Plini
pri 20 °C (g/cm®) pri 0°C in tlaku 1 bar (kg/m?)
Bencin 0,67 Amoniak 0,77
Etilni alkohol 0,79 Dusik 1,25
Glicerin 1,26 Kisik - 1,43
Mleko 1,03 Klor 3,22
Morska voda 1,02 Ogljikov
Olivno olje 0,92 monoksid 1,25
Petrolej 0,84 Zrak 1,29
Vodik 0,045

i
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ProZnostni modul Poissonovo $tevilo Voda 0°C 0.0756
(MN/cm? = 10'°Pa) Voda 20 °C 00728
Aluminij 67 0,33 Voda 40 °C 0.0696
Baker . 12 0,36 Voda 60 °C 0,0662
Jeklo 20-22 0,30 Voda 100 °C 0.0589
Kavéuk . 0,0008 ’ Glicerin 20 °C 0,063
Pleksi steklo 0,52 Benzen 20 °C 0,029
Srebro : 8,2 0,37 -Kloroform 20 °C 0,027
Svinec 1,5 0,40 ~ Nafta 20 °C 0,026
Volfram . 35 Aceton 20 °C 0,024
Zlato 7 0,37 Etilni alkohol 20 °C 0,023
Stisljivost (1/Mbar) :
Aceton 80 Voda (10-°C) 50 . .
Eter 160 Voda (20 °C) 49 Koeflc_lentotemperaturnega raztezka
Etilni alkohol 100 Srebro 006 (/K)pri20-C
Glicerin 22 Aluminij 1,2 . .
Olivno olje 60 Baker 0,33 - Linearni:
Zivo srebro 4 Svinec 2.4 Aluminij 23-10°
Voda (0 °C) 25 Led 11,6 Baker 1,7
Beton 1,2
Viskoznost (kg/ms) invar 0,09
Etilni alkohol (20 °C) 1,210 Jeklo 1.1
Glicerin (0 °C) 12 Konstantan 1,7
Glicerin (20 °C) 1,4 Led 51
Glicerin (40 °C) 0,28 Opeka 0,5
Glicerin (60 °C) 0,081 Platina . 0,89
Olje — ricinusovo (20 °C) 1,2 Polivinil 7,0
— tezko strojno (16 °C) 0,66 Steklo (navadno) - 0,85
— tezko strojno (38 °C) 0,13 Steklo (kremenovo) 0,06
— lahko strojno (16 °C) 0,11 Svinec . 2,8
- lahko strojno (38 °C}) 10,034
Voda (0 °C) ’ 1,435:107° Prostorninski:
Voda (20 °C) 1,00 Aceton 1,4-10°
Voda (40 °C) 0,65 Benzen 1,1
Voda (60 °C) 0,47 Etilni alkohol 1,1
Voda (100 °C) 0,28 -10°  Glicerin 0,5
Zivo srebro (20 °C) 1,6-107° Nafta 0.9
Ledeniski led 1,2-10% Voda 0,2
‘ Zivo srebro 0,18
Plini pri 20°C in 1 bar: '
Zrak 1,82-107°
Vodik 0,89
Metan 1,10 Specifi¢na toplota ¢, pri 20 °C (kJ/kgK)
Ogljikov dioksid 1,47
Dusik 1,76 Aluminij 0,88
Kisik 2,03 Benzen 1,74
_ Baker 0,38
Van der Waalsovi konstanti realnih plinov Cink 0,39
: ! Etilni atkohol 2,42
A=aNZ(105%Jm?% B = bN, (m®) Etilni eter 2,30
Amoniak- 4,2 0,037 Fenol 1,39
Argon - 14 0,032 Kloroform 0,94
Dusik 14 0,039 Kositer 0,22
Helij 0,035 0,024 Led (0 °C) 2,22
Kisik 1,4 0,032 Led (—20 °C) 2,01
Metan 23 0,027 Les 1,67
Vodna para 5,6 0,030 Nafta 1,77
Vodik 24 0,027 Olje olivno 1,96
Povrsinska napetost kapljevin glede na zrak gﬁfb?ﬁu ?:g
(N/m) Svinec 0,13
Volfram 0,14
Baker (tek). 1130 °C 1,1 Zlato 0,13
Aluminij (tek.) 700 °C 0,84 Zivo srebro 0,14
Zivo srebro 20 °C 0,48 Zrak pri 0°C in 1 bar 1,00
Svinec (tek.) 350 °C- 0,45 Voda 15°C

4,18
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230 TABELE SNOVNIH PARAMETROV
Toplotna prevodnost A (W/mK) Naftalin 80 149 218 320
, Natrij 98 113 883 4260
Srebro 420  Baker . 390 Zveplo 115 53 4446 287
Ziato 310 Aluminij 230 Kositer 232 59 2070 2500
Cink 113 Medenina 90 Svinec 327 223 1620 860
Zelezo - 50 Jeklo 45 Magnezij 650 370 1090 5240
Svinec 35 Zivo srebro 28 Aluminij 660 322 2057 10870
Kamen — granit 2,50 Beton —tezek 2,0 Kuhinjska sol 800 480
— apnenec 1,75 -~ lahek 0,78 Srebro 961 105 2163 2320
Porcelan 1,41 — perlitni 0,13 Zlato 1063 63 2808 1720
Malta — cementna 1,28 Guma 0,62 @aker 1080 207 2566 4730
— apnena 0,87 Opeka — polna 0,80 Zelezo 1636 - 600 2860 6260 ;
— gibsna 0,58 — votlak 0,56 Platina 1774 100 3824 2610 ‘
—- perlitna 0,13 Voda (0°C) 0,55 Volfram 3380 190 5555 4500
Steklo — jensko 0,96 (20 °C) 0,58 ’
— okensko 081 (40°C) 060  Nasigeni parni tlak vode
— pleksi 0,19 Glicerin 0,28 . )
Bake[|t 0,23 Olje — olivno 0,17 T(°C) p,(mbar) TCC)  pa(mbar) | :
Bencin 0,14 — transfor- vode: ledu:
Les — bukev, hrast 0,20 mator 0,13 0 61 - =100  0,000013 i
- smreka 0,13 - motorno 0,15 5 8,72 -50 0,0395 ;
- panel,iverka 0,14 Filc 0,06 10 12,28 -40 0,129
Stiropor 0,041 Volna — steklena 0,050 15 17,05 -35 0,225
Plutovina 0,040 — mineralna 0,045 20 23,38 -30 0,383
Zrak (0°C) 0,024 Usnje 0,15 25 31,68 —-25 0,637
(20 °C) 0,025 Led (0°C) 2,2 30 42,43 -20 1,038
(40 °C) 0,027 Sneg — svez 0,1 40 73,77 -15 1,661
(60 °C) 0,028 — ulezan 06 50 123,4 -10 2,607
60 199,2 -5 4,023
70 3117 -1 5,625
Kritiéna temperatura in kritiéni tlak realnih 80 473,6 0 6,11 ’
plinov 90 701
100 1013 ,
T(K)  T«°C) pulbar) 120 1489 |
Helij 52 268 2,28 150 4760 !
Vodik 33,4 240 13,0 180 10 027 |
Neon 445 —229 27,3 - 200 15 550 |
Dusik ) 126,3 147 30,0 250 39780
Kisik i 1544 —119 50,4 : 300 85 900
Zrak 1326 —140 37,7 350 165400
Metan 190,7 -82,5 46,3 374 221200
Ogljikov dioksid 304 +30,8 73,6
Amoniak 405,6 132 113 Gostota nasicene pare in vrele vode pri
Freon 13 302 28,8 39 razlicnih temperaturah
Etilni atkohol 516 243 62
Voda 647 374 221 ee) Opare ka/m) Ouoge- |
. e . . 0 0,0048 1000
Parametri taljenja in vrenja snovi 50 0,083 988 l
Te0) alkkg) TLC) aikikg) 100 P %8
Helij 269 21 200 ' 7.87 865
Vodik —259 58 -253 460 250 19’9 . 799
Dusik =210 26 —196 200 ¢
300 46,3 713
Zrak o -194 204 330 i
Kisik 219 14 -183 213 77,2 641
350 113,5 575
Metan -183 61 —159 - B77 ¢
. 370 203 : 450
Amoniak —75 450 -34 1370 374 » 307 307
Eter -116 +35 350
Qlceton ~96 9% 56 520 " Relativna sprememba prostornine trdnine pri
oroform —64. 61 250 taljenju
Etilni alkohol 114 104 78 840
Zivo srebro -39 11 357 300 AVIV (%)
Glicerin -11,5 181 '
Voda 0 333 100 2250 Cink 7.5
Benzol 5,4 127 80 390 Kadmij 55
Parafin 52 146 - Aluminij 5,1
lod 185 330 Srebro 5,0
al




TABELE SNOVNIH PARAMETROV

Svinec
Zivo srebro
Kositer
Antimon
Bizmut
Zelezo

Led

3.8
3,6
2,8
-09
-3.3
-6,7
-8,3

Temperatura in tlak trojne to¢ke

Vodik

Kisik

Dusik

Zveplov dioksid
Amoniak
Ogljikov dioksid
Voda

T5(°C)

—259
-219
-210
-68,8
=777
—56,6
0,0099

ps(mbar)

70,6
1,6
125
21
61
5010
6,08

Entropija nasi¢ene pare in vrele vode

TC)

0
10
20
30
40
50
60
70
80
90

100
120
140
160
180
200
250
300
350
374

Svode

000
151
296
437
572
704
831
955
1075
1192
1307
1528
1739
1943
2140
2331
2793
3255
3779
4430

(J/K)

Spare

9154
8899
8666
8452

8256

8075
7908
7754
7612
7479
7355
7130
6930
6751
6586
6432
6072
5705
5212
4430

231




STVARNO.
KAZAIO

A

Absolutna ni¢la temperature 212
— vlaznost 217

adiabata 200

adiabatna sprememba 198
agregatno stanje snovi 216
amplituda 15

anizotropija 129

atmosfera 62

atomska enota mase 185
Avogadrovo Stevilo 185

Barometrska enatba 156
Bernoullijeva'ena¢ba 169
bibanje 119, 121
Boitzmannova konstanta 185

C

Carnotova krozna sprememba 210
Carnotov toplotni stroj 210

celica, kristalna 129

Celzijeva temperatura 193
centrifugalna sila 44, 50
centripetalna sila 44
Clausius-Clapeyronova ena¢ba 222
Coriolisov pospesek 27
Coriolisova sila 50 .

v

C

Cas
— bibanja 119
— nihajni 16
— obhodni 21

D

Deformacija teles 132
delni (parcialni) tlak plina 186
delo 84

— navora 86
— tlaka 196

dina 30

dinamiéni vzgon 172, 174
— upor 174

domet 18 ,

dvojica sil 70

Ekviparticijski teorem 194
elipsoid, vztrajnostni 66
enakomerno gibanje 9

— krozenje 20

energija 84

— deformacijska 100, 146
kineti¢na 84, 88
notranja 194
potencialna 93
povrSinska 151

— proznostna 96
energijski zakon termodinamike 195
entropija 213

entropijski zakon 214

erg 85

F

Fazne spremembe 216
fazni diagram 225




'

fizitno nihalo 111
Fourierova analiza nihanja 122
frekvenca 16

— lastna 108 _

— utripanja (bibanja) 119

G

Gibalna koli¢ina 31
gibanje 6

— enakomerno 9
ploskovno 17

premo (linijsko) 9
prostorsko 6

— termiéno 178

gibanje teko¢in 163
glavne osi telesa 66
gostota 60

— kineti¢ne energije 170
— potencialne energije 170
- — sile 62

— toplotnega toka 202
gradient temperature 202
gravitacijska sila 32
gravitacijsko polje 94

H

Harmoniéno nihanje 14 -
hidrodinamika 163
hidrostatiéni tlak 154
higrometer 218

hitrost 7, 10
— iztekanja tekog¢ine 170
— kotna 21 .
~ kozmic¢na, prva in druga 36
— obodna 21

relativna 24

hitrostna porazdelitev molekul 180
hiadilni stroj 212

hlapenje 216

Hookov zakon 137

Ideaina teko¢ina 164
idealni plin 184
idealni toplotni stroj 210
indiferentna ravnovesna lega 99
inercialni koordinatni sistem 25
irreverzibiina sprememba 214
izkoristek toplotnega stroja 210.
izotermna sprememba 188
izoterme idealnih plinov 188

— realnih plinov 218
izparilna toplota 221
izrek o ohranitvi energije 94

— gibalne koli¢ine 54

— vrtilne koli¢ine 82

J
Joule 85

K

Kalorija 196
kalorimeter 198
kapaciteta, toplotna 197
kapilarni pojavi 152
kapljevine, zgradba 148
Kelvin 181, 194

Keplerjev zakon 32
kilomol 185

kilopond 30

kilowatura 87

kinematika .6

kinetina energija 84, 88
kineti¢na teorija plinov 179
koeficient, proznosti trka 106
— termiénega raztezka 190
— trenja 38

— upora 174
kondenzacija 220
kondenzacijska toplota 221
kondukcija toplote 200
konjska mo¢ 87
konservativna sila 92
konvekcija 208
koordinantni sistemi 6, 25
kotaljenje 74

kristali 128

kriticna tocka 219

kot 20

kotna hitrost 21

kotni pospesSek 22
krajevni vektor tocke 6

— tezisCa. 54, 61

krivinski polmer 141
kroZenje enakomerno 20
~ pospeSeno 22

_krozna frekvenca 16

krozna sprememba 196
kubi¢ne kristalne mreze 130
kvadratni zakon upora 174

L

Labilna ravnovesna lega 99

- prostaos 79
laminarno gibanje teko¢ine 164
lastna frekvenca nihala 110

- vzmetnega 110

- teznega 111

— suénega (polzastega) 110
latentna toplota 216
lega, ravnovesna 98

~linearni zakon upora 173

Lissajoux-ove krivulje 123

Magnusov pojav 175
masa 30
masni tok 56, 165
masno sredisée 54, 61
matemati¢no nihalo 112
Maxwellova porazdelitev hitrosti 181
meja proznosti 144 .
— trdnosti 145
met, navpiéni 14
— posevni 18
metacenier plavanja 160
metastabilno agregatno stanje 226
Millerjevi indeksi 130
mo¢ 86
— pri vrtenju 88
mogcenje kapljevine 152
modul, proznostni 137
— strizni 138
molekule 179




molekularne sile 149
molekuiska masa ~ 185

moment, vrtilni 68, 86
— vztrajnostni 65
mreza, kristaina 129

~ Napetost, povrsinska 150
~ natezna 135

— strizna 135

— tlatna 135
naravna konvekcija 208
nasi¢en parni tlak 217, 219
natezna napetost 135
navor 68, 86

— dvojice sil 70

— teze 70
navpi¢ni met 14
neinercialni koordinatni sistem 25
neobrnljive spremembe 214
neprozna deformacija 144
neprozni trk 102
nestacionarno gibanje tekocine 164
newton 30
Newtonov zakon dinamike 30
— gravitacije 32

— prestopa toplote 205
nihalo, fizicno 111

— matemati¢éno 112

— su¢éno 110

- tezno 111

— vzmetno 110
nihanje 108

— duseno 114
harmoni¢no 14
neduseno 113
sestavljeno 120
skloplieno. 118"
} - vsiljeno 115

nutacija 82

o
Obhodni ¢as 21
obrnljive spremembe 214
okolica 52
os, glavna vztrajnostna 67
— prosta 79
osnhovno lastno nihanje 121
osnovna frekvenca nihala 121

P

Para, nasi¢ena 219
‘paradoks, hidrodinamiéni 172
parcialni (delni) tlak plina 186
parni stroj 210

pascal 62

plavanje 159

plastiCna deformacija 144
plin, idealni 184

— realni 186

plinska konstanta 185
plinski termometer 192

—~ zakon 188

podhlajena kapijevina 226

— para 226

poise 166

Poissonovo Stevilo 134

pol pospeSka 76
polje sile 92

— tezno (gravitacijsko) 91
pospesek 8, 10

— Coriolisov 27

- kotni 22

— radialni (centripetalni) 22

— relativni 25

— tangentni 22
posevni met 18
povrSinska energija 151

— napetost 150
Prandtlova cev 171
precesija 82
pre¢na sila 174
pregreta kapljevina 226
prestava 88
prevajanje toplote 200
prevodnost, toplotna 201
proste osi telesa 79
prosti pad 13
prostorninski tok 164
prostostna stopnja 64
prozni trk 103
proznost telesa 144
proznostna energija 96
proznostni modul 137

R
Radialni pospedek 22
ravnovesje, mehansko 70

— togega telesa 70

— toplotno 178, 200
ravnovesne lege 98
raztezanje, toplotno 189
realni plini 186
reducirana dolzina nihala 113
relativna vlaznost 218

— hitrost 24
relativni pospesek 25
resonanca 116
reverzibilna sprememba 214
Reynoldsovo Stevilo 176
rodica sile 64, 68
rosi¢e 218
rotacija telesa 64

S
Sateliti 35
sestavljanje nihanj, enosmernih 120
— pravokotnih 122
sila 30
— centrifugalna 44, 50
- centripetalna 44
— Coriolisova 50
— curka 57
— gravitacijska 32
— konservativha 92
— medmolekularna 149
— nekonservativha 92
— notranja 52
— proznostna 42
— reakcijska 56
- sistemska (vztrajnostna) 48
— torna 38 '
— zunanja 52
sinusno nihanje 16




specifiCna izparilna toplota 221

— talilna toplota 223
specifiéna teza 63

— toplota 196
spekter nihanja 122
stabilna ravnovesna lega 98
stabilna prosta os 79
stabilnost plavanja 160
stanje, toplotno 178
statika 70
Steinerjev stavek 67
stisljivost, adiabatna 200

— izotermna 200
stopinja, celzija 193

— fahrenheita 194

— kelvina 194
strizna deformacija 133, 134

— napetost 135 :
strizni modul 138
stroj, Carnotov idealni 210

— parni 210

— toplotni 209
sublimacija 224
sublimacijska toplota 225
S
Stevilo, Avogadrovo 185

— Poissonovo 134

— Reynoldsovo 176

T
Talilna toplota 223
talisCe 223

tangentni pospesek 22
Taylorjeva vrsta 109
tehtnica, decimalna 72
— vzvodna 71
tekoCine 148
telo 52
temperatura 178, 180
— kriticlna 218
— trojna 226
temperaturni, gradient 202
— koeficient dolZinskega raztezka 190
— koef. prostorninskega raztezka 190
termodinamika 178
termodinamicne kolic¢ine 178
termometer 192

teza 34

tezis¢e, sistema toCkastin teles 54
— togega telesa 61, 70
tezni pospesek 34
tlak 62
— delni 186
- hidrostati¢ni 154
— povrsinski 151
— zastojni 171
— zraéni 155
tok, masni 56, 164
— prostorninski 164
— toplotni 201
tokovnice 164
toplota 195

toplotni, stroj 209
— upor 202
torr 154
torzija 134
translacija 74
trenje, drsno 38
— notranje 166
— stati€éno 38
trk, binarni centralni 100
— neprozni 102
— posevni 104
— prozni 103
trojna totka 225
turbulentno gibanje tekoéine 164

U
Ubezna hitrost 36
ucinek hiadilnega stroja 212
upogib 142
upor, dinamiéni (kvadratni) 174
— pretoéni 168
— toplotni 202
— viskozni (linearni) 173
utekoc€injenje plinov 222
utripanje 121

\'J

Vakuum 180

Van der Waalsova enadba 186
Venturijeva cev 171
vijak 86

viskoznost 166
vlaznost 217

vrelis¢e 220

vrenje 220

vrtavka 82

vrtenje, togega telesa 64
vrtilna koli€éina 80
vrtilni moment 64, 68
vsiljena konvekcija 208
vsiljeno nihanje 115
vzgon, dinami¢ni 174
— rotacijski 162

— statiéni 152
vztrajnik 90
vztrajnostni moment 65
— centrifugalni 67, 79
— glavni 67

— togega telesa 65
— vpogibni 141
vztrajnostni radij 66

Z

Zastojna to¢ka 171

' zastojni tlak 171

zgradba, kapljevin 148
— plinov. 179
~ trdnin 126

zunanje sile 52

Nk¢

Zilavost 146
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