10. Osnovne lastnosti teko¢in

Ena od lastnosti, ki lo¢ujejo snovi, je na kakSen nacin se le-te pod vplivom zunanje sile
deformirajo, oziroma v kolikSni meri se snov upira deformaciji. V tem smislu lahko snovi
razvrstimo od Evklidovega trdnega idealno togega telesa, katerega odpor je neskon¢no velik,
do Pascalove tekocine, ki se sploh ne upira deformaciji. V tem poglavju obravnavamo
tekocino, ki jo opiSemo kot snov, ki se pod vplivom zunanjih sil kontinuirano in nepovratno
deformira. Tekocina se zato pod vplivom zunanjih sil giblje.

Tekocine ne moremo deformirati na strig tako kot trdna telesa. V tekocini so strizne sile
razlicne od ni¢ le, ¢e tekoCina teCe. V mirujoCi tekoc¢ini so strizne sile vedno enake nic,
medtem ko so pri trdnih snoveh strizne sile vzrok notranjim napetostim.

Tako deluje sila stene posode na tekocino tik ob steni posode vedno v smeri normale na steno,
t.j. v smeri pravokotno na steno, saj bi imeli sicer vzdolZ stene tekocCinske tokove. V skladu s
III. Newtonovim zakonom zato tekoCina deluje na steno posode v nasprotni smeri, to je v
smeri pravokotno na steno posode (slikal).

Slika 1: Sila zaradi tlaka tekocine na steno posode je vedno pravokotna na steno posode.

Med tekoCine uvrs¢amo tako pline kot kapljevine (to je snovi, ki tvorijo kaplje). Pri plinu so
povpre¢ne razdalje med sosednjima molekulami zelo velike, tako da je negativna interacijska
energija med molekulami plina po velikosti precej manjSa od povprecne kineticne energije
molekul. Pline je zato lahko stiskati. Pri kapljevinah (kot je na primer voda v kozarcu) pa je
povprecna razdalja med molekulami priblizno taka kot razdalja med molekulami (atomi) v
kristalu trdne snovi. Zato je gostota kapljevin precej vecja kot gostota plinov, posledi¢no pa je
stisljivost kapljevin veliko manj$a kot stisljivost plinov. Zato interakcijska energija med
sosednjimi molekulami kapljevine ni zanemarljiva, ¢eprav se molekule (ali skupki molekul)
kapljevine gibljejo na velikih razdaljah.
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Slika 2a: Molekula v notranjosti kapljevine je z vseh strani obdana z drugimi molekulami.

Ce v prvem priblizku upostevamo le najbliZje sosede (t.j. molekule, ki so v neposrednem stiku
z izbrano molekulo) , je negativna interakcijska energija na molekulo v notranjosti kapljevine

—% NW,, kjer je N Stevilo najblizjih sosednjih molekul, W, pa je interakcijska energija med

dvema sosednjima molekulama. Faktor % uvedemo, da medsebojne interakcijske energije ne
Stejemo dvakrat. Interakcijska energija na molekulo kapljevine, ki se nahaja na gladini (v
stiku z vakuumom), pa je po velikosti priblizno dvakrat manjsa, torej —% NW, . Vidimo torej,

da je interakcijska energija na molekulo na gladini vecja (t.j. manj negativna) kot pa je
ustrezna interakcijska energija na molekulo v notranjosti kapljevine. Razliko med obema

energijama —% NW, —(—% N W0j= % NW, imenujemo povrsinsko energijo molekule. Ta je

odvisna od vrste in stanja kapljevine, kot tudi vrste molekul nad gladino (¢e tam ni vakuuma).

Ce se velikost gladine danega volumna kapljevine poveda za AS, moramo iz notranjosti

kapljevine na gladino spraviti AS molekul, kjer je a, povrsina, ki jo na gladini zavzema ena
a‘0
molekula kapljevine (glejte sliko 2a). Ustrezno povecanje energije je tako:

AW, ;(A—SJE NW, = AS, (1a)
4

8

kjer smo definirali povrsinsko napetost kot:

o= (1b)

48,

Enota za o je J/m*, oziroma N/m. Vidimo, da je povrsinska napetost o odvisna od
interakcijske energije med najblizjima sosednjima molekulama W, , od povrsine na molekulo

a,, ki se nahaja na gladini, ter od Stevila najblizjih sosed N.

Ob upostevanju veljavnosti enacbe (1a) lahko razumemo zakaj so kapljice okrogle (¢e ne
upostevamo gravitacijske sile). Okrogle kapljice imajo namre¢ pri danem volumnu najmanjso
povrsino, torej najmanjSo povrSinsko energijo W_ .
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Slika 2b: Ce potopimo zicnati okvir v obliki kocke v milnico, nastala milnicéna opna ustreza najmanjsi mozni
povrsini (Kladnik: VisokoSolska fizika).
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Slika 2C: Na okvir napeta milni¢na opna.

Ce potopimo Zi¢nati okvir z gibljivo precko v milnico, se na okvir napne ravna opna (slika
2¢). Ce z zunanjo silo F_ premaknemo precko za AX se povrSinska energija poveca za

AW =0 AS=02(AX, (2a)

kjer smo upostevali, da se je povrSina opne povecala na obeh straneh (spodaj in zgoraj). Ko
gibljivo precko premaknemo za razdaljo Ax ssilo F_ opravimo delo

A=F. AX . (2b)

Ce zanemarimo izgube zaradi trenja gibljive precke ob okvir, mora biti delo sile F_ enako

povecanju povrsinske energije AW _ (enacba (2a)):
F AX =02(AX,

od koder sledi:

F =020,

oziroma
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iy (20)

Vidimo, da je povrSinska napetost o podana s silo na enoto dolzine mejne Crte povrSine.
Povrsinska napetost vode pri normalnih pogojih o ~0.07 N/m.

Na tem mestu $¢ omenimo, da je milni¢na opna dvokomponentni sistem, ki ga sestavljajo
molekule kapljevine in molekule surfaktanta, ki imajo hidrofobne repe in hidrofilne glave

(slika 2d).
hidrofilna glava

hidrofobni rep

Slika 2d: Shema molekule surfaktanta.

Zato je energijsko ugodno, da se na obeh straneh kapljevinske opne formira enojna plast
molekul surfaktanta (slika 2e), ki stabilizira opno.

I

00000000
kapljevina (H,0)
02009000000

DT e

Slika 2e: Shematicni prikaz milnicne opne.

milni¢na
opna

Poglejmo si sedaj Se malce podrobneje kako se odziva kapljevina, ¢e jo obremenimo na strig.
Pri predavanjih tako naredimo poskus z medom med vzporednima steklenima plo§¢ama na

razdalji zo (slika 3a).

VO
—_—>
Z, med
| v=0
Slika 3a

110



Z, med
,,,,,,,,,,,,, v
F
Slika 3b

Zgornjo plos¢o vlecemo s silo F proti desni in spodnjo z nasprotno enako silo proti levi (slika
3b). Vsota vseh zunanjih sil, ki delujejo na kapljo medu je nic, zato se tezisCe kaplje giblje s
konstantno hitrostjo proti desni. Hitrost kapljevine naras¢a od spodnje plos¢e v smeri proti
zgornji plosci.

Razli¢ne plasti kapljevine (medu) se torej gibljejo z razli¢no hitrostjo in zato vplivajo druga
na drugo. HitrejSa zgornja plast vlece pocasnejSo spodnjo plast, oziroma pocasnejsa spodnja
plast zavira hitrejSo zgornjo plast. Med plastemi delujejo strizne sile, oziroma notranje trenje
med plastemi ali viskoznost. Notranjega trenja ni, ¢e se vsi deli teko¢ine gibljejo z enako
hitrostjo po velikosti in smeri.

Viskoznost je posledica sil med molekulami v sosednjih plasteh kapljevine, ki se gibljejo z
razli¢no hitrostjo ter posledica preskakovanja molekul med sosednjimi plastmi. Rezultate
natancnejSe analize zgoraj opisanega poskusa z medom med dvema steklenima ploS¢ama
lahko strnemo v enacbo (zakon o viskoznosti):

=<=n- (3)
Z

kjer je S povrsina dotikalis¢a kapljevine (medu) z zgornjo, oziroma spodnjo stekleno plosco,
F . . .V . . . . N
S je strizna napetost in 7 strizna hitrost. Sorazmernostni koeficient 7 z enoto o

imenujemo viskoznost.

1
SE
| Yoy
z, A :V(Z) V(Z:Zo):Vo
z v(z=0)=0
L | v=0
< . >
S2
Slika 4
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V diferencialni obliki zapiSemo zakon o viskoznosti kot:

F dv
LI 4
S ndz @)

11. Opis gibanja tekocin

Molekule, ki sestavljajo tekocino, v splosnem niso sferi¢no simetri¢ne. V toku tekocCine se
zato lahko zgodi, da se podolgovate molekule usmerijo vzdolz toka, zaradi Cesar snovne
lastnosti teko¢ine niso ve¢ enake v vseh smereh. Take teko¢ine so anizotropne. V tem
poglavju bomo obravnavali le gibanje izotropnih tekoc¢in, katerih snovne lastnosti niso
odvisne od smeri v prostorul.

Druga pomembna predpostavka je privzetek kontinuuma, ki je sprejemljiv pri zadostnem
Stevilu molekul tekoc¢ine. V kubi¢nem centimetru zraka pri normalni temperaturi in tlaku, je
2.7-10" molekul. Zaradi tega dejstva je prakti¢no nemogoce, da bi gibanje tekocine opisali z
gibalnimi ena¢bami za posamezne molekule, zato povpre¢imo molekularne lastnosti gibanja v
okviru kontinuumskega pristopa. V ta namen definiramo makroskopsko hitrost skupka
molekul v:

=13w,, ©)
n s=1

kjer je n stevilo vseh molekul v skupku, W, pa hitrost s-te molekule (ki je ne poznamo).

Stevilo n mora biti pri tem zadosti veliko. O¢itno je, da je pogoj velikega $tevila molekul
izpolnjen Ze v tako majhnem volumnu tekocine dV, da ga v primeri s celotnim volumnom
obravhavanega sistema lahko privzamemo za infinitezimalnega. Tak skupek imenujemo
deléek tekocine ali volumski element tekodine. Masa delc¢ka tekocine dm je dolocena z
vsoto mas vseh molekul v njem in je kon¢na:

dm=>"m, | (6)

kjer je ms masa ene molekule. Pri tem privzamemo, da je masa dm zanemarljiva v primeri z
maso celotnega obravnavanega volumna tekocine. V tej sliki je tekoCina sestavljena iz
velikanskega Stevila volumskih elementov tekocine, ki zapolnjujejo ves prostor. Pri tem
pozabimo na molekule, diskretno snov iz mikroskopskega vidika pa zamenjamo z zvezno
snovjo, ki jo imenujemo kontinuum. Deléek tekocCine tako dolo¢a osnovni gradnik
kontinuuma, katerega pomembna lastnost je gostota, definirana z razmerjem med maso delcka
tekocCine in njegovim volumnom:

_dm

p=am, (7)

Mehanika kontinuumov je podrocje, v katerem uporabljamo nekatere matemati¢ne zakonitosti
kljub temu da niso izpolnjeni vsi potrebni pogoji; na primer dV v enacbi (7) ne sme iti proti
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ni¢, kajti na molekularnih razdaljah gostota zaradi praznega prostora med molekulami, ni ve¢
zvezna funkcija.

Idealno nestisljive tekoCine ni, saj vsaka tekocina prenaSa zvo¢no valovanje, t.j. mehansko
valovanje (glejte poglavje 17). Vendarle pa se v primerih, ko je velikost hitrosti tekoc¢ine v
dosti manjSa od hitrosti zvoka v tekoCini, nestisljivost tekoCine upraviceno privzame.
Tekocine obravnavamo kot nestisljive pri kvocientih

%so.ooz , )

kjer je c hitrost Sirjenja zvo¢nega valovanja v tekocini. V stisljivih teko¢inah je odvisnost
gostote od tlaka podana z enacbo stanja

p=p(p), ©)
npr. enacbo stanja idealnega plina (glejte poglavje 18).

Trajektorija je krivulja, po kateri se giblje izbrani del¢ek tekoc¢ine. Dobimo jo, ¢e povezemo
vse tocke v prostoru skozi katere je Sel opazovani del¢ek v opazovanem ¢asovnem intervalu.
Tokovnica je krivulja, ki jo nariSemo na trenutni sliki toka (glejte sliko 5), ¢e na primer s
kratkim ekspozicijskim ¢asom slikamo tok vode z aluminijastim prahom. Delci prahu v
ekspozicijskem ¢asu opravijo poti, na posnetku vidne kot kratke Crtice, poravnane s smerjo
vektorja hitrosti delcev v trenutku slikanja.

Slika 5: Tokovnice.

Tokovnico narisemo tako, da crtice gladko povezemo med seboj. Tangente na tokovnico
kazejo v smer gibanja del¢kov tekocine, preko katerih tokovnica poteka. Sistem tokovnic daje
trenutno sliko gibanja tekoCine, medtem ko sistem trajektorij daje celotno sliko gibanja.
Tokovnice na isti sliki se zato ne morejo sekati, medtem ko se trajektorije lahko; isti volumski
element v dolocenem trenutku poseduje le en vektor hitrosti, razli¢na elementa tekocine pa v
razlicnih Casih lahko prehajata isto tocko prostora. Tok teko€ine, pri katerem so tokovnice
urejene in gladko drsijo ena mimo druge, imenujemo laminaren tok. Drugac¢ne lastnosti ima
turbulenten tok. V njem se tokovnice krivijo v vrtince in se neprestano premescajo.
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LAMINARNI TOK TURBULENTNI TOK

7 =3

Slika 6: Tokovnice v laminarnem in turbulentnem toku.

Zaradi enostavnosti pri opisovanju tekocCinskega toka in izpeljavi gibalnih enacb v
nadaljevanju, tok tekoc¢ine opazujemo v inercialnem kartezicnem koordinatnem sistemu.

Pri Lagrangeovem opisu tekoCinski toka zasledujemo vsak del¢ek tekocine. Delcke med
seboj loCimo tako, da poznamo zacetno lego I, vsakega izmed njih. Lega delcka ob

kasnejsem ¢asu je funkcija zadetne lege in ¢asa F=F(F,,t). Podobno velja tudi za hitrost

V=V(f,,t) in ostale spremenljive koliCine, ki karakterizirajo deléek tekoine, npr. gostoto
p= p(ro,t) . Lagrangeov opis se uporablja za opisovanje trajektorij, ki so dolo¢ene z enacbo
r=r(F,t).

Pri Eulerjevem opisu tekoc¢inski tok opiSemo s poljem vektorja hitrosti, t.j. hitrostnim
poljem

v(r.t)=(v, (r.t), v, (r.t), v, (1)), (10)

kjer so v,, v, in v, komponente hitrosti v smeri izbranih koordinatnih osi. S hitrostnim

poljem sta podani velikost in smer hitrosti v vsaki tocki v obmocju toka ob poljubnem c¢asu,
pri tem pa, za razliko od Lagrangeovega opisa, ni pomembna zgodovina del¢ka tekocine, ki
se nahaja v doloceni tocki. Eulerjev opis nam da trenutno sliko tekocinskega toka, ki jo
grafiéno prikazemo s tokovnicami. V primeru, da hitrostno polje ni vedno funkcija vseh
spremenljivk F(x,y,z) int, se opis toka poenostavi. ¢e je hitrostno polje neodvisno od Casa,
pravimo, da je tok stacionaren. Ce je hitrostno polje neodvisno od kraja, pravimo, da je tok
uniformen. Tok, ki je odvisen vsaj od ene koordinate imenujemo neuniformen. Tak tok je
lahko enodimenzionalen, ¢e je odvisen le od ene koordinate, dvodimenzionalen, ce je
odvisen od dveh koordinat in trodimenzionalen v primeru odvisnosti od vseh treh koordinat
V prostoru.

Tok teko€ine v splosnem ni popolnoma opisan s hitrostnim poljem, zato veckrat vpeljemo Se
polja ostalih vektorskih ali  nevektorskih koli¢in, ki nas zanimajo: polje tlaka p(F,t) :

gostote p(F,t), temperature T (F,t), koncentracije c(F,t), . ..
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Zapis koli¢ine v Eulerjevem opisu nima enake oblike kot zapis iste koli¢ine v Lagrangeovem
opisu. Od Lagrangeovega na Eulerjev opis preidemo, ¢e lege v prostoru r izrazimo s ¢asom t
ter zacetnimi legami del¢kov 1, ki se ob ¢asu t nahajajo v opazovanem sistemul.

r=r(f,t). (11)

Hirost dolocenega delcka ob Casu t, ki ga v Lagrangeovem opisu karakterizira zacetna lega
I, , vV Eulerjevem opisu zato podamo kot

v=y(r (1), t). (12)
12. Pretakanje viskozne tekoc€ine po cevi

Tekoc¢ina ima ob vstopu v cev enakomeren hitrostni profil (slika 7). Zaradi viskoznosti se
tekocina tik ob steni cevi prilepi nanjo. Tako se ustvari tanka mejna plast, v kateri so ucinki
viskoznosti pomembni (svetlo obmocje na sliki 7).

primarni__tok separirani tok

Slika 7:Razvoj toka vzdolz cevi. Prisotnost temnega obmocja po vstopu v cev oznacuje podrocje, kjer tok Se ni
razvit. Sledi podrocje popolnoma razvitega toka, dokler ne pride do spremembe geometrije zaradi zavoja cevi.
Prikazani sta tudi obmocji sekundarnega toka in separiranega toka zaradi spremembe geometrije cevi.

VzdolZ toka se mejna plast $iri, hitrostni profil pa spreminja, dokler ne doseze svoje kon¢ne
oblike v tanki valjasti ravni cevi - paraboloida. Razdaljo, na kateri se tok popolnoma razvije,
imenujemo vstopna dolZina. Na hitrostni profil toka vpliva sprememba geometrije cevi. V
primeru toka skozi zavoj cevi pride do gibanja tekoCine tudi preéno na smer povpreéne
hitrosti. Pravimo, da pride do nastanka sekundarnih in separiranih tokov. Na sliki 7 je
prikazan nastanek sekundarnega toka sestavljenega iz dveh vrtincev, in separiranega toka, ki
ga predstavlja pocasno in neurejeno gibanje tekoCine ob steni cevi. Zato v primeru toka
tekocCine po neravni cevi, ne moremo pri¢akovati paraboli¢nega profila.

Do spremembe hitrostnega profila pride tudi v razvejiScu. Naredili so eksperiment ( Huges
and How, J. Biomech. Eng., 117: 224, 1995) pri katerem so 4,5% vodno raztopino NaCl z

.....

prikazane trajektorije polistirenskih mikrodelcev v razvejiséu s stiénim kotom 30°. V
glavnem kraku sta jasno vidna para nasprotno usmerjenih vrtincev. Hitrostni profil se
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spremeni tudi v stranskem kraku; vidno je obmocje, kjer se trajektorije zblizajo. Sklepamo, da
je v tem obmocju prisoten upocasnjen tok ob zunanji strani kraka, ki predstavlja oviro
hitrejSemu delu toka. Na sliki 8b je prikazan sekundarni tok, ki nastane v stranski cevi. Zraven
fotografij je shema razvejiSca, na kateri je vidna lega fotoaparata in ravnina fokusiranja.

)
Stransk krak
Glavni brak  Zgors)/
4 <+
kRavmm Spodaj .
fokusirama Vstap toka
{a)
=
U
‘&
5
% Ravnina

fokusiranja

Glavni krak ‘—l—-

Vitop taka

(b)

Slika 8: Fotografiji toka skozi cevno razvejiice. Struktura toka, ki nastane v glavnem in stranskem kraku
razvejisca; (a) sekundarni tok v stranskem kraku. Pri obeh fotografijah je shema, ki prikazuje ravnino slikanja.

Premer krakov je 8 mm, sti¢ni kot med krakoma pa 30° (Huges and How, 1995).

Poiseuille — Hagenov zakon

V nadaljevanju dokazemo, da je profil hitrosti pri laminarnem razvitem toku kapljevine
skozi dolgo in tanko valjasto cev zares parabolicen (glejte Se sliko 7). V cevi v mislih
izlo¢imo volumski element kapljevine v obliki valja s polmerom r in dolzino |, ki ga potiska v
smeri toka sila zaradi razlike tlakov

[(p+Ap)— p]ﬁrZ:Apﬁrz. (13)
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p+Ap

Slika 9: Sile, ki delujejo na valjasti element kapljevine.

Vzdolz plasca obravnavanega valjastega elementa kapljevine, ki ima povr§ino S=2xr/
(glejte sliko 9), deluje zaviralna viskozna sila (glejte enacbo (4)):

Fm:_n(zﬁm)%, (14)

s katero zunanja pocasnejsa plast kapljevine, ki je na plascu v stiku z izbranim valjastim
elementom kapljevine, zavira gibanje valjastega elementa kapljevine (slika 9). Ker se izbrani
valjasti element kapljevine giblje enakomerno, mora biti potisna sila zaradi razlike tlakov Ap

(enacba (13)) enaka zaviralni viskozni sili (enacba (14)):

ErzAp=—ﬂ(2ﬂrf)%. (15)

Enacbo (15) preuredimo, integriramo na levi od r do R, na desni pa od v do 0:

%jrdrz—jdv, (16)

kjer je R notranji polmer cevi. V enacbi (16) smo upostevali, da je hitrost kapljevine ob
notranji steni cevi enaka nic (glejte Se sliki 3 in 4). Iz enacbe (16) sledi:

R
_Ap r—|=V, (17)
n 4 2 r
oziroma
r2
v=v0[1—?j , (18)
Kjer je
2
v, =2 (19)
dn(
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najvecja hitrost kapljevine v osi cevi pri r = 0. Vidimo, da enacba (18) podaja paraboli¢en
profil hitrosti.

Pri pretakanju kapljevine po cevi nas obicajno zanima volumski pretok

GI)V:d_VZG'(SX):S\,_ (20)
dt

Gornji izraz za volumski pretok predpostavlja, da je hitrost kapljevine (v) enaka po celotnem
preseku cevi s povrsino S, kar v naSem primeru ni res saj se hitrost kapljevine znotraj cevi

spreminja (enacba (18)). Zato pretok izraCunamo s pomocjo integracije pretoka skozi povrsine
dS=2zrdr (glejte sliko 10), skozi katere se pretaka kapljevina z enako hitrostjo:

R R 2
d)v:Id®V:Iv(r)dS:_([v(r)2ﬁrdr ZlVo(l—%JzﬁrdVZ%Vo”Rz : (21)

kjer smo upostevali enacbo (18).

Slika 10

Ce vstavimo v enac¢bo (21) izraz za V, (enacba (19)) dobimo:

_7[R4
8nl

D, Ap |. (22)

Enacba (22) se imenuje Poiseuille — Hagenov zakon. Tok kapljevine po cevi za katerega
velja Poiseuille — Hagenov zakon (enacbi (18) in (22)) imenujemo Poiseuille — Hagenov tok.

Enacbo (22) lahko »po elektrotehnisko« zapisemo tudi v obliki Ohmovega zakona ( | =UE):

Ap
@, ==" | 23
R, (23)

kjer definiramo preto¢ni upor R, Kot:
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8nl

gl (24)

R, =

Vidimo, da preto¢ni upor R, narasca z nara$cajoco viskoznostjo kapljevine 7 in narasc¢ajoco
dolzino cevi (, pada pa z naraS¢ajo¢im notranjim polmerom cevi R. Volumski pretok
kapljevine skozi cev pretaka razlika tlakov med obema koncema cevi, tako kot poganja
elektricni tok po kovinski zici razlika elektri¢nih potencialov (napetost) med obema koncema
zice.

Primer: Pretakanje krvi po zilah

Poiseuille-Hagenov tok je posebej preprost sistem, za katerega lahko iz zakona gibanja
dobimo analiti¢na izraza za hitrostni profil (enacba (18)) in prostorninski tok (enacba (22)).
Ce pa opustimo nekatere omejitve, ki dologajo Poiseuille-Hagenov tok (obravnavamo Se
drugaéne oblike cevi, Casovno odvisne pojave, upoStevamo razen striznih sil zaradi
viskoznosti tekocine Se vplive drugih sil, obravnavamo tudi stisljive tekocine) in zapiSemo
zakone gibanja za obravnavani sistem, pa ponavadi ne moremo dobiti analiti¢nih izrazov za
hitrost tekoCine in ostale koli¢ine, ki nas zanimajo. V takih primerih enacbe, ki izhajajo iz
zakonov gibanja za tekoc¢ino, reSimo numericno.

Pri opisu tekoCinskega toka realnega sistema nas zanima, kako se teoreti¢ne napovedi ujemajo
z opazanji. Obravnavamo sistem, ki je pomemben pri vzdrzevanju zivljenjskih funkcij — krvni
obtok. Crpalka krvnega obtoka je srce. Srce poganja kri v arterije, ki se delijo na manjse
arterije, arteriole in preko predkapilarnih sfinktrov v kapilare, kjer poteka izmenjava snovi s
tkivi. Kapilare se potem zdruZijo v venule, majhne vene in vecje vene, ki dovajajo kri v srce.
Hitrost krvi je najvecja v velikih zilah. Z deljenjem arterij se njihov polmer manjsa, njihovo
Stevilo pa veca, tako da se skupni presek veca, hitrost krvi pa manjSa. V aorti je povpre¢na
hitrost krvi priblizno 0.2 m/s, v kapilari pa priblizno 3-10* m/s.

Zanima nas, v kolikSni meri so za pretakanje krvi po Zilah izpolnjeni pogoji, ki dolocajo
Poiseuille-Hagenov tok (enacbi (18) in (22)). Na nekaterih mestih sicer lahko opiSemo
geometrijo zil kot ravno valjasto cev s stalnim presekom, upoStevati pa moramo, da je krvni

cev v

stikov zil ter da pride v obtoku do zavojev ali kakih drugih sprememb v geometriji.

Viskoznost krvi ni povsod v obtoku neodvisna od hitrosti krvi. Kri opiS§emo kot vodno
raztopino nizkomolekularnih organskih in anorganskih snovi in proteinov, v kateri plavajo
krvne celice in lipoproteini. Rdece krvne celice (eritrociti) so dovolj velike in Stevilne, da
njihova prisotnost vpliva na mehanske lastnosti normalne krvi. Zaradi prisotnosti eritrocitov
viskoznost normalne krvi pri dani temperaturi ni stalna, pac¢ pa je med drugim odvisna od
hitrosti gibanja krvi in prostorninskega deleza eritrocitov. Meritve kazejo, da se pri velikih
hitrostih krvi eritrociti gibljejo po sredini zil (slika 11a), kjer so strizne sile med celicami in
plazmo najmanjSe, viskoznost krvi pa skoraj neodvisna od hitrosti krvi. Celice zaradi sil, s
katerimi tekocCina deluje nanje, zavzamejo prolatno (cigaretasto) obliko, kar je naznaceno z
rotacijsko osjo na sliki 11a. Pri majhnih hitrostih so eritrociti bolj enakomerno porazdeljeni po
preseku zile (slika 11b), njihova oblika pa je podobna krofu. Poveca se verjetnost interakcij
med celicami, zato se tvorijo skupki in viskoznost naraste.
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Tok skozi zile ni povsod stacionaren. Srce ¢rpa kri v obliki pulzov, kar se prenasa tudi na Zile,
ki imajo zaradi svoje strukture specificne elasti¢ne lastnosti.

Slika 11: Gibanje eritrocitov v Zili pri velikih hitrostih krvi () in pri majhnih hitrostih krvi (b). Vidimo, da pri
majhnih hitrostih krvi pride do nastanka skupkov eritrocitoov. Crtkani ¢rti oznacujeta ustrezni rotacijski osi
celice.

Te se vzdolz obtoka spreminjajo, kar omogoca, da je tok skozi kapilare, kjer poteka izmenjava
snovi s tkivi, kar se da pocasen in stacionaren.

Ugotovimo tudi, da je tok krvi v zilah pretezno laminaren, kar pa ne velja v velikih arterijah
in venah, pa tudi v okolici razvejis¢, kjer se lahko pojavijo obmocja separiranih tokov in
sekundarni tokovi (glejte Se sliki 7 in 8), ki jih sestavljajo vrtinci. Pravimo, da je tok tam
turbulenten (glejte se sliko 6).

Poiseuille-Hagenov zakon (enacba (18), oziroma (22)) uporabimo, ¢e nam zadostuje groba
ocena in opis nekaterih kvalitativnih lastnosti sistema. Pove nam, da je pri uravnavanju
pretoka skozi zile najbolj uc€inkovita sprememba dimenzije Zile. Na osnovi Poiseuille-
Hagenovega zakona (enacba (22)) ocenimo, da pri dani tla¢ni razliki Ap sprememba polmera

zile r za 1% povzroci spremembo volumskega pretoka krvi @, za 4%. Obratno, ¢e neki organ

potrebuje dolo¢eno koli¢ino krvi za svojo funkcijo, je tlacna razlika, ki je potrebna, da ¢rpa to
koli¢ino krvi, odvisna od polmera zil. Za dolo¢en prostorninski pretok zmanjSanje polmera Zil
za 1% povzroCi 4% povecanje tla¢ne razlike. Visok arterijski tlak je navadno povezan z
zozenjem zil, lahko pa vplivamo nanj tako, da s sproScanjem gladkih miSic v zilni steni
povecamo polmer Zil. Drug pomemben nacin zmanjS$anja preto¢nega upora (enacba (24)) zil
predstavlja zmanjSanje viskoznosti krvi.

Pri obravnavanju pojavov, pri katerih je pomembno tudi turbulentno pretakanje krvi, sestava
krvi v zilah, ¢asovno odvisni pojavi in elasticne lastnosti Zil, izhajamo iz splosnejSih zakonov
gibanja za kapljevine. Izkaze se, da lahko ti pojavi vplivajo na nekatere pomembne funkcije
krvnega obtoka. Ugotovili so, da v arterijah v blizini razvejis¢ in stikov pride do
arteroskleroti¢nih poSkodb zil in nastajanja krvnih strdkov. Strdek lahko zamasi Zilo na
mestu, kjer je nastal, lahko pa se tudi odtrga, potuje s krvnim obtokom in zamasi katero od
zivljenjsko pomembnih Zil. Vzrok nastanka in razvoja krvnih strdkov je le delno raziskan,
dosedanja opazanja pa kazejo, da pri tem igrajo pomembno vlogo tudi mehanske lastnosti krvi
in zil, ki vplivajo na tok krvi v okolici spremenjene geometrije.

Kot primer obravnavamo tok skozi vertebro-bazilarni stik (slika 12). Bazilarna arterija, ki
nastane z zdruzitvijo dveh vertebralnih arterij, preskrbuje krvni obtok mozganov. Sti¢ni kot,
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pod katerim se arteriji zdruzita, variira pri ¢loveku med 10° in 160°. Meritve in teoreti¢ne
napovedi kazejo, da velikost sticnega kota pomembno vpliva na hitrostno polje toka krvi
skozi stik.

Hitrostno polje je bilo izmerjeno na modelu izdelanem iz pleksi-stekla, ki ima podobna
razmerja in velikost kot vertebro-bazilarni stik pri ¢loveku, in izra¢unano za ta model z
uporabo metode kon¢nih elementov. Na sliki 12 sta prikazana tako dobljeno hitrostno polje
in hitrostni profil primarnega toka skozi modelni vertebro-bazilarni stik pri dveh sti¢nih kotih:

45°in125°. Na sliki 12 je v sredini prikazano spreminjanje hitrostnega profila primarnega
toka v frontalnem prerezu skozi modelno bazilarno arterijo, spodaj je prikazano hitrostno
polje tik ob stiku, ob straneh pa je prikazano hitrostno polje sekundarnega toka vzdolz
modelne bazilarne arterije pri treh razli¢nih oddaljenostih od stika. Presek modelnih arterij je
pravokoten, kar pa ne predstavlja pomembnih razlik v hitrostnem polju, ki nas zanima.
Dolzina puscice predstavlja velikost hitrosti, smer puscice pa smer hitrosti. Vidimo, da oblika
hitrostnega profila na dovolj veliki oddaljenosti od stika postaja podobna paraboli¢ni pri obeh
sticnih kotih. Na stiku pride zaradi spremembe v v geometriji cevi do nastanka sekundarnega
toka, ki ga tvorijo Stirje vrtinci. Sekundarni tok (glejte Se sliko 7) zamre vzdolZ primarnega
toka. Pri velikih sti¢nih kotih je sekundarni tok moc¢nejsi in se ohranja dlje. V blizini stika
nastane separirani tok, ki ima lahko tudi nasprotno smer od primarnega (glejte Se sliko 7). Ta
pojav je bolj izrazit pri ve¢jem sti¢nem kotu.

Studij aterosklerotiénih poskodb vertebro-bazilarnega stika kaZe, da je ve¢ arteroskleroti¢nih
poskodb zil pri vecjih sti€nih kotih, ki predstavljajo vecje spremembe v geometriji. Podobne
pojave so opazili tudi na mestih ve¢jih sprememb v geometriji drugih zil, predvsem v okolici
razvejis¢ arterij. MoZnost zdravljenja pri zozenju ali zamasSitvi arterije predstavlja premostitev
z naravno ali pa z umetno zilno protezo. Ker je za nadaljnji razvoj arterioskleroticnih poSkodb
zil in za nastajanje krvnih strdkov pomembno hitrostno polje tekocine in s tem geometrija
sistema, je koristno poseg nacrtovati tako, da je hitrostno polje najugodnejse.
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Slika 12: Hitrostni profil toka skozi vertebro-bazilarni stik ter hitrostni polji primarnega in sekundarnega toka
za dva razlicna sticna kota 45° in 125°, kot je oznaceno. Polje primarnega toka je podano v frontalnem prerezu
skozi sredino bazilarne arterije, polje sekundarnega toka pa v prerezu pravokotno na smer primarnega toka, pri
Cemer je oznacena oddaljenost preseka od stika (v mm). DolZina puscice predstavlja velikost hitrosti, smer
puscice pa smer hitrosti tekocine.(Ravensbergen in sod., J. Biomechanics, 29:281,1996).
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13. Bernoullijeva enacba

Iz enacbe (22) (Poiseuille — Hagenov zakon) je razvidno, da tlak v gibajoci se viskozni
kapljevini pada v smeri toka kapljevine po vodoravni cevi, katere prerez se ne spreminja
(slika 13). Padec tlaka Apje vecji za bolj viskozne tekocine (glejte enacbo (22)).

padec tlaka Ap
zaradi viskoznosti
kapljevine

A
Y

(
Slika 13

V kapljevini, katere viskoznost je zelo majhna (7—0), je padec tlaka A p tudi zelo majhen
(Ap—0). V limiti >0 (A p—0) lahko torej zanemarimo izgube zaradi premagovanja
viskoznih sil in zapiSemo izrek o kineti¢ni in potencialni energiji za element kapljevine (slika
14) kot (glejte Se sliko 15):

WA

P Sl d31 ) Sz dsz = 2

+m,gz,-mgz, , (25)
kjer je p,S,ds, delosile p,S; s katero spodnja kapljevina potiska izbrani element kapljevine
navzgor, —p, S, ds, pa je delo sile p,S, s katero element kapljevine odriva kapljevino nad
seboj:

P,

element

Slika 14

123



Prejeto delo p, S,ds, povecuje kineti¢no in gravitacijsko potencialno energijo kapljevinskega
elementa, oddano delo —p, S, ds, pa zmanjsuje kineti¢no in potencialno energijo elementa.

Pri stacionarnem laminarnem gibanju kapljevine se hitrost kapljevine na danem mestu ne
spreminja s casom. Kineti¢na energija osrednjega dela elementa (¢rtkano na sliki 15) se tako

pri premiku zgornje meje elementa za ds, (spodnje meje pa za ds, ) ne spremeni.

ds,

Slika 15

Sprememba Kineti¢ne energije in gravitacijske potencialne energije elementa pri premiku
zgornje meje za ds; je toliksna kot da bi del tekocine z volumnom S, ds, in hitrostjo v, na

spodnjem delu elementa prenesli na zgornji del elementa, kjer ima sedaj hitrost v, in volumen
S, ds, (glejte enacbo (25)). Ce predpostavimo, da kapljevina ni stisljiva velja:

S,ds,=S,ds, , (26)
gostota kapljevine ( p) pa je povsod enaka. Iz enacb (25) in (26) tako sledi:

1 . 1 5
pl_pzzzpvz _EIDV1 +p92,-p017, (27a)

kjer smo upostevali m =p S, ds,=m,=pS,ds,. Iz enacbe (27a) sledi:

1 1
pl+§pV12+ngl=p2+§pV22+ngZ ' (27)

Enacbo (27) imenujemo Bernoullijeva enacba. Bernoullijeva enacba torej predpostavlja, da za
stacionarni laminarni tok neviskozne in nestisljive kapljevine velja:
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p+%pv2+pg z=Kkonst. (28)

Primer uporabe Bernoullijeve enacbe: Venturijeva cev

Za primer vodoravnega pretakanja kapljevine po cevi s spremenljivim presekom iz
Bernoullijeve enacbe sledi, da se tlak zmanjSa na mestih, kjer se hitrost kapljevine zaradi
zmanjSanega preseka cevi poveca. Omenjeni pojav si poglejmo na primeru Venturijeve cevi
(slika 16), ki jo lahko uporabljamo za meritev volumskega pretoka kapljevine

CDV:d—V=Sv, (20)
dt

Kjer je S povrS$ina preseka cevi in Vv hitrost kapljevine.

razlika tlakov Ap,
I —_— ¥ zaradi viskoznosti
Ap =pgh kapljevine

V.
ST S, [—>
Slika 16

Na mestu, kjer se Venturijeva cev zozi in ima povrsino preseka S,, se hitrost kapljevine
poveca. Zaradi ohranitve volumskega pretoka po cevi velja:

SV, =S,V, , (29)
kjer sta S, in v, povrSina preseka cevi in ustrezna hitrost v nezozanem delu cevi. Ker je

Venturijeva cev vodoravna, lahko spremembo gravitacijske potencialne energije zanemarimo
(z,=z,), torej:

1 1

p1+—pV12=p2+—pV22 ) (30)
2 2

od koder sledi

1 1
Ap:pl—pz=§Psz—§,0V12 : (31)

o v,S . . .
[z ena¢be (29) izrazimo V, =% in jo vstavimo v enac¢bo (31):
2
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1 ,|S?
Ap==pv | =2-1], 32

od koder sledi:

1

2 T2

Vl :|:@ 282 2:| . (33)
P Sl _Sz

Sedaj lahko izratunamo tudi v volumski pretok skozi cev:

1

22 2

®,=5,v,=| 2RSS, | (34)
p(Sl _Sz)

Vidimo, da lahko s pomoc¢jo merjenja tlacne razlike Ap=pgh (slika 16) dolo¢imo volumski
pretok skozi cev.

Primer uporabe Bernoullijeve enacbe: ocena velikosti zastojnega tlaka

Obravnavamo kapljevino, ki tece s hitrostjo vV in zadane ob ploscato oviro, kjer se ji hitrost
kapljevine zelo zmanjsa (slika 17). Zaradi zaustavitve se tlak v skladu z Bernoullijevo enacbo
poveca za Ap. Ob oviri se tokovnice razdelijo. Za naSe izracune izberemo dve tocki na

osrednji tokovnici, ki se ob plos¢i ustavi. Z v, in p, ozna¢imo hitrost in tlak v tocki 1, z
Vv, in p, pa hitrost in tlak v tocki 2. Referenc¢na tocka 1 je postavljena tako dale¢ od ovire, da
je kapljevina tam Se nemotena (v, =V, p,=p). Predpostavimo, da je tlak v tocki 3 v vrtincu

za oviro tudi priblizno enak p. V tocki 2 pred oviro, kjer kapljevina zastane pa je hitrost v, =0

intlak p,=p+Ap.
3

1©)

Slika 17: Tokovnice ob ploscati oviri.

ZapiSimo Bernoullijevo enacbo za tocki 1 in 2:

1 1
p1+EpV12:p2+EpV22 ) (35)
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kjer uposStevamo, da je z,=z,. Ob upoStevanju oznak za hitrost in tlak v tockah 1 in 2 se
enacba (35) transformira v:

p+%pvﬁzp+Ap, (36)
oziroma
1 5

Razlika tlakov med tockama 1 in 2 (Ap) je priblizno enaka razliki tlakov med tockama 1 in 3
(glejte Se sliko 17), zato je sila kapljevine na ploscasto oviro s povrsino S priblizno enaka:

FzApS:%psz. (38)

Razliko tokov Ap imenujemo zastojni tlak kapljevine (tekocine), ker je posledica zastoja

kapljevine ob oviri.

14. Sile na telesa v tekocCini

Sila vzgona

Tlak se zaradi teze kapljevine poveCuje z globino. V nestisljivi kapljevini se povecuje
linearno z globino. Ce je tlak pri gladini p,, je hidrostati¢ni tlak na razdalji h od gladine
kapljevine:

mg pShg
P= Py S Po S

=p+pgh, (39)

Dy

v@k\\\\\\/

Slika 18
kjer S povrsina stolpca kapljevine, p gostota kapljevine in g gravitacijski pospesek. Kot smo

omenili Ze na zacetku deluje kapljevina na stene posode vedno v smeri pravokotno na
povrsino stene posode (t.j. v smeri normale na povrSino). Rezultanta sile tlaka kapljevine na
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stene posode pa je ne glede na obliko posode vedno enaka sili teze celotne kapljevine v
posodi.

=

Pa = Ps =

Slika 19: Tlak na doloceni razdalji od gladine kapljevine je enak ne glede na obliko posode, ker stene posode
prevzamejo del sile teze kapljevine.

Ce potopimo togo telo v kapljevino, deluje na njegovo povr§ino z vseh strani sila tlaka v
smeri pravokotno na njegovo povrsino. Rezultanta sile tlaka na povr$ino telesa se imenuje sSila
vzgona. Velikost sile vzgona dolo¢imo s slede¢im razmislekom. V kapljevino ( z gostoto p)

potopljeno togo telo (z gostoto p, in volumnom V) (slika 20A) v mislih nadomestimo s

kapljevino (slika 20B). Pri tem se pritisk okolne kapljevine na mejno ploskev ne spremeni. V
primeru nadomestne kapljevine pa vemo, da je rezultanta sile tlaka okolne kapljevine na
nadomestno kapljevino v ravnovesju enaka sili teze nadomestne kapljevine V pg , torej:

j pdS+V pg=0, (40)
zato je sila vzgona
Frg =] PAS=-V g . (41)
Vidimo torej, da je sila vzgona enaka tezi izpodrinjene kapljevine in usmerjena v nasprotni
smeri kot gravitacijski pospeSek §, se pravi navzgor. Sila vzgona prijemlje v teziScu
izpodrinjene kapljevine.

nadomestna

kapljevina

A B ||

Slika 20: K racunanju sile vzgona.
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Slika 21: Zaradi sile vzgona je potopljeno telo navidezno lazje (Serway, 1990).

Ce je gostota telesa P, ve€ja od gostote kapljevine p, telo v kapljevini pada. Ce pa je
gostota telesa p, manjsa od gostote kapljevine p, se potopljeno telo v kapljevini dviga (slika

22) in v ravnovesnem stanju $trli iz kapljevine. Tako kot na primer $trli iz morja vrh ledene
gore (slika 23).

P>P Po<p
FWS

vig
@
LES

mg
KAMEN

Slika 22: Padanje in dviganije teles v kapljevini.

Slika 23: V primeru ledene gore strli iz morja le njen manjsi del, ker gostota ledu ni dosti manjsa od gostote
morske vode.
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V zvezi s silo vzpona omenimo Se, da je pri ladjah zelo pomembno, da imajo na dnu zadosti
tezak balast. Z balastom namre¢ dosezemo, da je prijemalisée sile vzgona F,, nad

vzg
prijemaliS¢em sile teze ladje mg (Slika 24a). V tem primeru namre¢ navora sil vazg in mg pri
odklonu ladje iz ravnovesne lege vradata ladjo nazaj proti ravnovesni legi (slika 24a). Ce pa je
prijemaliSce sile vzgona pod prijemalis¢em sile teze (slika 24b), pa pri odklonu ladje iz

ravnovesne lege navora sil vazg in mg zavrtita ladjo iz ravnovesne lege, zato se ladja prevrne.

Fog
y

mg

Fag
by —— m

Slika 24: Sile pri nagibanju ladje.

z balastom

brez balasta

Rotacijski vzgon (centrifugalna separacija)

Vzemimo, da steklena epruveta, ki je napolnjena s kapljevino, krozi v centrifugi okrog
navpicne osi s konstantno kotno hitrostjo @ (slika 25).

| ) W gladinadlifapljevine i
dm=pSdr

dm = masa tanke plasti kapljevine C - ‘(— V.
p = gostota kapljevine ]
S = povrsina notranjega preseka S /

epruvete
dV = volumen tanke plasti ~ — AN

kapljevine p | p+dp  dnoepruvete

r
Slika 25

Na del kapljevine (tanko plast) z maso dm, ki se nahaja na razdalji r od osi vrtenja, kapljevina
z zunanjosti pritiska s tlakom ( p+dp ), z notranjosti pa z manjs$im tlakom p (glejte sliko 25).
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Rezultantna centripetalna sila dF,,=Sdp je usmerjena proti osi vrtenja in poskrbi za radialni

pospesek kapljevine z maso dm pri enakomernem kroZenju s kotno hitrostjo o
dF,=pdV rae?, (42)
kjer je dV =dr S volumen rezine kapljevine (glejte sliko 25).

Silo dF,, imenujemo rotacijski vzgon, ¢e tanko plast kapljevine na razdalji r in volumnom
dV nadomestimo z enako velikim telesom z gostoto p, . Da telo z gostoto p, in volumnom dV
krozi na razdalji r s kotno hitrostjo @, mora nanj delovati centripetalna sila.

dF, =p,dV re?’. (43)

V horizontalni smeri pa je na voljo edino sila rotacijskega vzgona dF.,=pdV r»* (enacba
(42)). Ce je p, >p je rotacijski vzgon presibak, da bi poskrbel za kroZenje telesa na razdalji
r, zato se telo med krozenjem epruvete telo odmika od osi vrtenja in priblizuje dnu epruvete.
Nasprotno , pa za p, <p telo vle€e proti osi vrtenja, to je proti gladini kapljevine v epruveti.

Na osnovi povedanega lahko zaklju¢imo, da telo, ki je gostejSe od kapljevine v vrteci epruveti
vlece v smeri proti dnu epruvete telo, ki pa je redkejSe od kapljevine pa vlece v smeri proti
gladini kapljevine v epruveti.

Rotacijski vzgon v epruveti, ki se vrti v centrifugi, izkoris¢amo za separacijo sestavin Krvi.
GostejSe komponente v vrte€i se krvi se bolj priblizujejo dnu epruvete, najredkejSe pa se
naberejo pri gladini.

Stokes-ov zakon (linearni zakon upora)

Telo, ki se giblje po viskozni kapljevini, vlece s seboj neposredno sosednjo plast kapljevine.
Bolj oddaljene plasti kapljevine se gibljejo tem bolj pocasi, ¢im bolj so oddaljene od
gibajocega se telesa. Dale¢ od telesa je kapljevina povsem nemotena, kot da se telo sploh ne
bi gibalo. Izracun sile upora (F,), ki deluje na telo pri pocasnem gibanju skozi viskozno

tekocino je zelo zapleten. Tukaj navajamo samo rezultat za primer gibanja okroglega telesa s
polmerom r skozi kapljevino z viskoznostjo 7 :

F =6rrnv, (44)
kjer je v hitrost telesa. Enacbo (44) imenujemo tudi Stokes-ov zakon.

Ob navajanju Stokes-ove enaCbe omenimo Se preprost nacin za merjenje viskoznosti
kapljevine. Merimo stacionarno hitrost kroglice s polmerom r in gostoto p,, ki pada v
viskozni tekocini z viskoznostjo 7. NapiSimo najprej Newtonov zakon za gibanje (padanje)
kroglice v viskozni kapljevini:

ma=mg-F__—F,, (45)
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kjer je m masa kroglice, g gravitacijski pospesek, F, sila vzgona, F,=6zrnv sila upora in
a pospesek kroglice. Ce naj kroglica pada, mora biti gostota kroglice ( P, ) ve€ja od gostote
kapljevine (o).

vzg

mg

Slika 26: V stacionarnem stanju je vsota vseh sil, ki delujejo na kroglico enaka nic.

Obravnavamo stacionarno stanje (slika 26), ko je pospesek kroglice a=0, hitrost kroglice pa
konstantna: v=v, =konst. Iz enacbe (45) tako sledi:

Arr® 4rr’

0="""p,g-———pg - 6arnY, ,
3 3
(46)
3

Kjer je audl volumen kroglice s polmerom r. Iz enacbe (46) po krajSem ra¢unu dobimo:

2r%(p, -

9v,

Stacionarno hitrost padanja v, dolo¢imo tako, da izmerimo ¢as padanja za znano viSinsko
razliko.

Kvadratni zakon upora

Linearni zakon upora (Stokes-ov zakon) za gibanje telesa v viskozni tekocini velja le pri
zadosti majhnih hitrostih telesa (v). Pri velikih hitrostih telesa pa bolje velja kvadratni zakon
upora, ko je sila upora sorazmeren kvadratu velikosti telesa. Lahko si mislimo, da sta linearni
in kvadratni zakon prvi in drugi ¢len v razvoju sile upora v potencno vrsto kot funkcije
hitrosti (do vklju¢no kvadratnega ¢lena). Rezultat resnejSih analiz pa kaZejo, da velja linearni
zakon upora ( F, «cv), ¢e je tako imenovano Reynoldsovo Stevilo
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Re =32V (48)
n

manjse od 1, kvadratni zakon upora ( F, ocv?) pa v primerih, ko je Reynoldsovo $tevilo vegje

od 1000. V zgornji enacbi (48) je d linearna dimenzija telesa precno na smer gibanja (2r v
primeru kroglice s polmerom r), p gostota kapljevine, » viskoznost kapljevine in v hitrost
telesa. Reynoldsovo Stevilo je majhno pri poasnem gibanju majhnih teles v moc¢no viskozni
tekocini. Veliko Reynoldsovo Stevilo pa kaze, da je hitrost velika, telo veliko, viskoznost 7
pa majhna. Veliko Reynoldsovo $tevilo torej pomeni, da lahko prispevek viskoznih sil k sili
upora zanemarimo. Zato lahko ocenimo silo upora kar s pomo¢jo enacbe (38), ki podaja silo
na oviro v toku kapljevine zaradi zastojnega tlaka. Vseeno je namre¢ ali se giblje tekocina in
telo (ovira) miruje, ali pa tekoCina miruje in se telo giblje. Pomembna je edino relativna
hitrost. Spomnimo se tudi, da je bila enacba (38) izpeljana s pomoc¢jo Bernoullijeve enacbe, ki
v celoti zanemari vpliv viskoznih sil v kapljevini (tekocini).Torej na osnovi enacbe (38)
zapisemo naslednji izraz za silo upora:

Fu:Cu%pSVZ, (49)
kjer koeficient upora c, podaja odvisnost sile upora od oblike telesa in odvisnost od

orientacije telesa proti smeri vektorja hitrosti telesa. Hitrost v v enacbi (49) je vedno
relativna hitrost telesa glede na tekocino.

oblika Cu
kocka 1.1
<: votla polkrogla 0.4
) votla polkrogla 1.4
Q krogla 05
( okrogla 11

, plosca
kvadratna 1.2

plosca

aerodinamicno

e > telo 0.03-0.1

Slika 27: Koeficient upora C, v odvisnosti od oblike telesa.
Uporu, ki ga opisuje enacba (49) pravimo tudi dinami¢ni upor, ker je pri velikih hitrostih

telesa in malo viskoznih kapljevinah (oz. tekocinah) za upor tekocine bolj kot vpliv
viskoznosti pomemben dinamicen udinek telesa na tekoc¢ino (n.pr. pri hitrem gibanju telesa
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v zraku), ko gibajoce telo mocno vpliva na spremembo hitrosti teko¢ine v okolici telesa. Zato
je (v skladu z Bernoullijevo enac¢bo) upor posledica razlike tlakov pred in za telesom (glejte Se
razlago k enacbi (38)). Razlika tlakov pred in za telesom pa je odvisna od oblike telesa, pri
c¢emer je zelo pomembna tudi oblika zadnje strani telesa, kjer nastajajo vrtinci (slika 28a).
Zaradi vrtincev za telesom (slika 28a) je relativna hitrost tekocCine za telesom drugacna, kar
vpliva na razliko tlaka Ap pred in za telesom in s tem tudi na silo upora. Aerodinami¢na
oblika telesa zmanjSuje nastanek vrtincev, zato ima telo s tako obliko majhen koeficient upora
(glejte Se sliko 28b). Na osnovi povedanega lahko torej zaklju¢imo, ¢im mocnejsi vrtinci
nastajajo ob in za gibajo¢im se telesom, tem vecji je koeficient dinami¢nega upora c, .

a)

ul

b)

<C

u2 ul

Slika 28: Vpliv oblike zadnjega dela telesa na tokovnice in koeficient dinamicnega upora c,.

Kot smo ze omenili je dinami¢ni upor odvisen od orientacije simetrijske osi telesa glede na
smer vektorja hitrosti. Tako je na primer sila upora teko€ine na gibajoco plosco, ki je
nagnjena glede na smer hitrosti, priblizno pravokotna na plosco (slika 29B).

eS|

A
v
<l

Slika 29: Gibanje ploscatega telesa v tekocini.

V tem primeru (slika 29B) razstavimo silo upora F na komponento v nasprotni smeri od
smeri relativne hitrosti v :

F.=c, %pSVZ, (50a)
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in komponento v precni smeri:
1 2
szcVEpSv , (50b)

Kjer je ¢, koeficient (dinami¢nega) upora in c, Koeficient dinami¢nega vzgona.

Dinamiéni vzgon je zelo pomemben pri letalskem krilu (za letala na propelerski pogon), ki je
nagnjeno glede na vzdolzno os letala (slika 30a). V manjsi meri je pri letalskem krilu za silo
dinami¢nega vzgona pomembna tudi sama oblika krila, ki je nesimetri¢na. Vecja zaobljenost
(ukrivljenost) letalskega krila na zgornji strani ima za posledico zgostitev tokovnic na zgornji
strani krila, kar z drugimi besedami pomeni, da je relativna hitrost zraka ob zgornji povrsini
vecja kot ob spodnji manj ukrivljeni (ravni) strani krila (slika 30b). V skladu z Bernoullijevo
enacbo to pomeni, da je tlak ob zgornji povrsini krila manjsi kot tlak ob spodnji povrs$ini krila
in posledicno sila zaradi te razlike tlakov (dinami¢ni vzgon) kaze vertikalno (slika 30b).
Vendar pa kot re¢eno za dinamicen vzgon letalskega krila propelerskega letala je precej bolj

Slika 30a

7T

Slika 30b

bistvena nagnjenost krila glede na vzdolzno os letala (slika 30a) kot pa zaobljenost krila na
zgornji strani (slika 30b), kar pokaze ze preprost poskus, ki ga naredimo pri predavanjih. Pri
letalskem krilu (propelerskega letala) je torej koeficient dinamic¢nega vzgona ¢, odvisen od

oblike krila (v manjsi meri) in od njegovega naklona glede na smer gibanja (v ve&ji meri). Ce

. . . . « . o . . C, .
je krilo bolj nagnjeno, se poveca C,, vendar pa se hkrati pove€a tudi ¢,. Razmerje — Je
C

u

enako razmerju % (glejte enacbi 50a in 50b) Pri dani obliki krila propelerskega letala je

u

naklon letalskega krila optimalen ce je razmerje

c. F
Ny 51
c, F, (1)

u
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najvecje.

15. Laplace-ova enacba

Pierre Simon markiz de Laplace
(1749 - 1827)

Ze na zadetku tega poglavja smo omenili, da je mirujoda kapljica v brezteZnem prostoru
okrogla, ker ima na ta nacin pri danem volumnu najmanjSo povrsino in s tem tudi najmanjSo
povrsinsko energijo (glejte Se enacbi (1a) in (1b)). Povrsinska napetost na povrsini kapljice je
vzrok, da je tlak v notranjosti kapljice vecji od zunanjega tlaka. Razlika tlakov Ap je vecja za
ve€je povrSinske napetosti o in manjSe polmere kapljice R, oziroma ve¢je ukrivljenosti

C :% (slika 31) povrSine kapljice, kar bomo dokazali v nadaljevanju.

Slika 31: Ukrivljenost kapljice C:%-

Obravnavamo ravnovesje dela povrsine kapljice, kar pomeni, da mora biti vsota vseh sil na
obravnavani del povrSine kapljice enaka ni¢. Kot smo ze omenili, predpostavljamo, da je tlak
v kapljici za Apvecji od tlaka zunaj kapljice. ZapiSemo ravnovesni pogoj v smeri normale (ki
je hkrati simetrijska os) dela povrSine kapljice v obliki krogelnega odseka (Crtkani del
povrsine kapljice na sliki 32):
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— r0
tloris: cosB_E

stranski
pogled:

Slika 32: Ravnovesje dela povrsine kroglaste kapljice.
27, 5C0sd=Aprr; , (52)
kjer smo upoStevali, da je rezultanta sile zaradi razlike tlakov Ap, ki deluje na plas¢

krogelnega odseka s povr§ino 27 Rh (glejte Se sliko 32), enaka:

Ap_[dSCOS(DZApIdS':Apﬂ'I’OZ. (53)
Slika 33: K racunanju sile zaradi razlike tlakov Ap.
Iz enacbe (52) izrazimo razliko tlakov Ap:
ADZZO'COSQ’ (54)
r-O
in v dobljeni izraz vstavimo relacijo r,=Rcos$ (glejte sliko 32):
(55)

p_20c039_2_a
Rcos$ R
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Ce bi namesto kapljice obravnavali mehuréek iz milniéne opne, kjer imamo zunanjo in
notranjo povrsino opne (glejte Se sliko 2e na str. 110) se enacba (55) transformira v:

Ap=-2. (56)

Vidimo, da je v mehur¢ku z manj$im polmerom R vedja razlika tlakov. Ce imamo dva
razlicna mehurcka pri istem tlaku na zunanji strani, je torej tlak v manjSem mehurcku vedji.
Ce torej v eksperimentu povezemo dva mehuréka z razliénim polmerom, se bo zadel zrak
pretakati iz manjSega mehurcka v vecjega (slika 34).

P> P,

Py P,

Slika 34: Pretakanje zraka iz manjsega mehurcka v vecji mehurcek

Ena¢bo (55) smo izpeljali za poseben primer sferiéne kapljice. Ce povriina kapljice ni
sferi¢na, se enacba (55) zapiSe v posploseni obliki kot:

Ap:o{% +RLZJ , (57)

kjer sta R, in R, glavna krivinska radija povrsine kapljice v izbrani tocki, C, = % in C,= 1

2
pa ustrezni glavni ukrivljenosti (glejte Se sliko 35). Enacba (57) se imenuje Laplace-ova
enacba.
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Slika 35: Shematski prikaz glavnih ukrivijenosti sedlaste povrsine, ki ima Cl >0in C2 <0.
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Dodatek: K definiciji glavnih krivinskih radijev R; in R,

Lego izbrane tocke T na povrSini telesa (ali na ploskvi) opiSemo z dvema parametroma U in
v, tako da tvorimo vektorsko funkcijo:

F(u,v)=(% (U,v), %, (U,v), %, (u,v)) (58)

kjer so x (u,v) koordinate vektorja . Vektorsko funkcijo F(u,v) parcialno odvajamo.
Odvajamo vsako komponento posebej. V naSem primeru odvajamo vektorsko funkcijo

r(u,v) pouinv:

ﬁ(u,v):g—z, (59)
ﬁ(u,v):g, (60)

Vektorja 1, in T, dolocata tangentno ravnino, normalni presek pa je ravnina, ki gre skozi
normalo na ploskev v to¢ki T (vektor n na sliki 35). PreseCis¢e normalnega preseka s
ploskvijo skozi T doloca krivuljo na ploskvi (povrSini). Ukrivljenosti te krivulje pravimo
ukrivljenost normalnega preseka in jo ozna¢imo z C:%, kjer je R krivinski polmer, to je

polmer kroga, ki se najbolj prilega krivulji (glejte Se sliko 35).

S pomocjo zamudne matemati¢ne procedure (glejte na primer A. Igli¢ in V. Kralj-Igli¢:
Izbrana poglavja iz fizike mehke snovi, 2006 in I. Vidav: Vi§ja matematika) lahko pois¢emo
tiste smeri v tangentni ravnini, kjer doseZe ukrivljenost normalnega preseka maksimalno in
minimalno vrednost. Ustrezni ukrivljenosti povrs§ine ozna¢imo z C; in C; in ju imenujemo

glavni ukrivljenosti (slika 35). Pripadajoca glavna krivinska radija Rl:Ci in R, L sta
1 2
polmera kroznic, ki se najbolj prilegata krivinama na krivuljah. Glavna krivinska radija R, in

R, sta v vsaki tocki ploskve (povrSine) natanc¢no dolo¢ena.

V primeru, da opisujemo ploskev z osno simetrijo okrog vertikalne koordinatne osi y(x),
dobimo za glavni ukrivljenosti naslednja izraza:

c=——r—, (61)
(1+y?)

C=—Y—. (62
x(1+ y " )5
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2
Kjer je y':d—y iny"= dy . Predznaka glavnih ukrivljenosti obicajno izberemo tako, da je
dx dx’

ukrivljenost krogelne povrsine pozitivna.

llustrirajmo pomen glavnih ukrivljenosti na dveh enostavnih primerih, valju in krogli. V
primeru valja je R = in R, polmer osnovne ploskve valja, v primeru krogle pa sta obe
glavni ukrivljenosti enaki (slika 36).

R, _) 0 = polmer krogle R

/ /
R, = polmer osnovne ploskve V/alj;\ L»
\

Slika 36: Glavni ukrivljenosti valja in krogle.

16. Young-ova enacba

Do sedaj smo se ukvarjali s kapljico, ki je bila v vakuumu oziroma v stiku s plinom. V
nadaljevanju pa si bomo na kratko pogledali kaj se dogaja s kapljico na ravni povrSini trdne
snovi ali stekla.

Thomas Young
(1773 —1829)

Kapljica, ki pade na Cisto stekleno povrSino se razmaze v tanek sloj. Ob steni Cistega
steklenega kozarca se gladina zakrivi navzgor, v tanki stekleni cevki (kapilari, pipeti) pa se
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voda dvigne (slika 37C). Recemo, da voda omo¢i Cisto stekleno povrsino (slika 37A).
Nasprotno pa, ¢e je steklo mastno, se voda ob stekleni povrsini kozarca zakrivi navzdol, v
tanki stekleni cevki pa spusti navzdol (slika 37D). Na mastni ravni stekleni povrSini pa se
naredi kapljica (slika 37B). Pravimo, da voda ne mo&i mastne steklene povrsine. Ce
razbijemo zivosrebrni termometer, tudi vemo, da izlito zivo srebro na stekleni povrSini tvori
kapljice, torej ne moci steklene povrsine. Ce na stekleno povrsino nanesemo tanek sloj
nanodelcev, se tvorijo vodne kapljice (slika 39).

A B
. !-""_d___\\ ‘.“\t\ |
: LGB &N
©® = kontaktni kot &{Q\\&\ R \\1\\&&\“&\ s
h = visina dviga (spusta) C D
r = notranji polmer kapilare 1 F 1

N

N
e

Slika 37: Definicija kontaktnega kota @ .

Na sliki 37 je shematsko prikazana definicija kontaktnega kota ® . Ce kapljevino spustimo
na ravno povrsino lo¢imo dve moznosti (po francoskem fiziku de Gennes-u). Ce je kontaktni
kot ® =0 pravimo, da kapljevina omo¢i povr§ino in se razleze v tanko plast. Ce pa je
kontaktni kot ® >0 kapljevina delno omo¢i povriino. Ce je ® >90 pravimo, da je povriina

hidrofobna, ¢e pa je ® <90 je povrSina hidrofilna.

V primeru ® >0 nastane kontaktna linija (imenovana tudi linija omoc¢enja), kjer se stikajo
tri faze: kapljevinska, plinasta in trdna (steklena). Ker se v ravnovesju kontaktna linija ne
premika v vodoravni smeri po povrSini trdne snovi (ali stekla), je vsota vseh sil zaradi
povrsinskih napetosti enaka nic (glejte sliko 38):

o, =0, +0,, C0s® | , (63)

kjer so o,

tz?

kapljevina in kapljevina — zrak.

o, In o, povrSinske napetosti na mejah trdna snov — zrak, trdna snov —
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— kapljevina — -
o, A T
7 /‘/ % : P I ' "-/ ."/ 7 ."/ 7 7

‘trdna snov ali steklo

b)

kontaktna linija

Slika 38: Kapljevina na povrsini trdne snovi ali stekla (Kladnik: Visokosolska fizika).
Enacbo (63) imenujemo Young-ova enacba. Iz enacbe (63) izrazimo kontaktni kot ® :

; ~ Ok

cos@="t (64)

sz
Kontaktni kot ®<90° (slika 38a), ¢e je o, >0, . Ce pa je o,<0, je cos®<0 in torej
®>90° (slika 38b). Ce hogemo, da se kontaktni kot ® poveta moramo torej poveati
povrsinsko napetost na meji trdne snovi (ali steklo) — kapljevina (o, ). To lahko na primer
dosezemo tako, da stekleno povrsino prevlec¢emo s plastjo nanodelcev (slika 39).

Iz enacbe (64) vidimo, da je za o, -0, >0,,, vrednost cos®>1, kar seveda ni mogoce.
NatancnejSa analiza pokaze, da je v termodinami¢nem ravnovesju o, —o, vedno man;jsi od
0, - V termodinami¢nem neravnovesju pa je o, —o, V resnici lahko vecji od o, , kar pa ne
prizadane veljavnosti enacbe (64), saj smo jo izpeljali iz ravnovesnega pogoja (enacba (63)).
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Slika 39: Tvorba vodnih kapljic na stekleni povrsini, ki je prekrita s tanko plastjo nanodelcev.

Kapilarni dvig (spust)

Na sliki 37 je shematsko prikazan kapilarni dvig (slika 37C) in kapilarni spust (slika 37D).
Podoben pojav lahko opazujemo, ¢e opazujemo obliko gumijaste membrane, ki zapira odprti
konec valjaste cevke (slika 40). Ce je tlak v cevki p, enak zunanjemu tlaku p,, je membrana

ravna, za p,<p;, je membrana izboCena navzven, za p,>p; pa se membrana upogne
navznoter (slika 40).

Slika 40: Oblika gumijaste membrane na koncu cevke.

Vrnimo se h Kkapilari, ki vertikalno prebada gladino kapljevine (slika 37C, 37D). Najprej
obravnavamo primer, ko je kontaktni kot ®<90° (slika 37C). Razmere so podrobneje
shematsko prikazane na sliki 41.
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stena kapilare

/

h po - Ap
| |

1 2p0

Slika 41: Dvig kapljevine v kapilari.

Ker je gladina vbocena, je tlak v tekocini tik pod gladino za Ap manjsi kot zunanji zraéni tlak
P, (slika 41). Na dnu dvignjenega stolpca kapljevine z visina h v tocki 2 je tlak enak tlaku v

tocki 1 zunaj kapilare, saj med tockama 1 in 2 ni tokov. Ker je tlak v toc¢ki 1 enak zunanjemu
zracnemu tlaku p,, je torej tudi tlak v tocki 2 na dnu dvignjenega stolpca enak p,. Tlak na

povrsini stolpca v tocki 3 pa je manjsi za prispevek hidrostaticnega tlaka (enacba (39)), torej
manjsi za

Ap=pgh, (65)
kjer je p gostota kapljevine. Ce privzamemo, da je povriina gladine v kapilari na sredini (v

okolici tocke 3) del krogelne povrSine s polmerom R iz Laplace-ovega zakona (enacba (57))
za krogelno povrsino (kjer je R =R, =R) sledi (glejte Se enacbo (55)):

Ap =—, (66)

kjer je o povrsinska napetost. Iz enacb (65) in (66) pa dobimo:

20
h=—,
L9 R

oziroma,

he 20

= 67
SR (67)

Na sliki 41 vidimo, da (priblizno) velja:

r
coOS®@=—. 68
: (68)
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Iz enacb (67) in (68) tako sledi:

h:20cos® , (69)
par

Kjer je r notranji polmer kapilare (slika 41). Enacba (69) velja tudi za primer, ko se gladina v
kapilari spusti, kjer je ®>90°, od koder sledi cos®<0 in h<0 (glejte $e sliko 42).

KAPILARNI DVIG KAPILARNI SPUST

stena kapilare
by ]

NN
% § g zrak
[J/ \7 NN =z . |
lievi
\\\f /// m AN ////fpjevma
®<90° 0>90° ©-90°
cos®>0 cos®<0 cos®=0
h>0 h<0 h—0

Slika 42: Kapilarni dvig in spust.
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17. Mehansko valovanje

Lokalne kratkotrajne deformacije snovi (motnje) se zaradi interakcij med atomi (molekulami),
ki sestavljajo snov, razsirjajo po snovi. Sirjenju periodi¢no ponavljajo¢ih motenj po snovi
pravimo potujo¢e mehansko valovanje. Motnja nosi mehansko (deformacijsko) energijo, ki
se raz$irja po snovi. Mehansko potujoce valovanje delimo na longitudinalno (vzdolzno) in
transverzalno (pre¢no) valovanje. Pri transverzalnemu potujoéem potovanju se deli snovi v
motnji odmikajo iz ravnovesnih leg v precni smeri glede na smer Sirjenja motnje, pri
longitudinalnem potujoéem valovanju pa so ti odmiki v smeri razSirjanja motnje. Valovna
fronta v potujo¢em mehanskem valovanju povezuje sosednja mesta z enakim odmikom, zarki
pa so pravokotni na valovne fronte in kazejo smer razsirjanja valovanja (slika 1). Glede na
obliko valovnih front lo¢imo med drugim kroZno (kroglasto) valovanje in ravno valovanje.

krozno
valovanje

b

[

Y 7 T ' ' B , "

valovna fronta
zarek

ravno
valovanje .

v

Slika 1: Krozno in ravno valovanje na vodni gladini (foto: U. Anzeljc).
Potujoce valovanje po napeti struni
Kot primer obravnavamo sinusno transverzalno potujoce valovanje, ki se §iri v eni dimenziji

(v smeri x-osi) po napeti struni (vrvici). Izvor valovanja, to je izvor periodi¢ne motnje v
pre¢ni smeri (v smer y-osi) s krozno frekvenco @, postavimo v tocko x = 0:

y(x=0, t)=y,sin(wt), (1)

kjer je y, amplituda transverzalne motnje, ki se $iri v smeri x-0si s hitrostjo ¢. Casovna
zakasnitev motnje na razdalji x je
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At=> @)
c

Transvezalni odmik vrvice v smeri y-osi na razdalji X bo ob ¢asu t tako:

y(x.t)=y(0.t—At)=y,sin Ht_%ﬂ: y, sin (ot —k), @

kjer smo definirali valovni vektor

k=2 . (4)

c

Transverzalni odmik napete vrvice (strune) je funkcija kraja (X) in casa (t). Tako lahko
nariemo ¢asovno odvisnost transverzalnega odmika na dolo¢enem izbranem mestu x, (slika

2A), ali pa krajevno odvisnost transverzalnih odmikov ob izbranem ¢asu t, (slika 2B):

A

y=Y,sin(wt—kx)

y(x=x,t)
tO
A
| \
| \
\
| | )
t
A -
y(x, t=t) | |Y=Yosin(at-kx)
2
\ ‘ B

Slika 2
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Tako funkcija y(x=x,t) kot funkcija y(x,t=t,) sta periodi¢ni sinusni funkciji. Na sliki 2A
se imenuje Casovni interval med dvema maksimumoma odmika y perioda t,. Na sliki 2B pa
se imenuje razdalja med dvema maksimumoma odmika y valovna dolzina A .

Zato velja (glejte Se enacbo (3)):

ot,=2r ®)
in
kAi=2r . (6)

Iz enacb (4) in (6) sledi:

27 @
k=—=—=, 7
T (7)
oziroma
A
—®w=C . 8
O (8)

1z enacbe (5) lahko izrazimo @ Vv obliki:

w:%zzzﬁu, (9)

0

kjer je u:tl frekvenca. Ce vstavimo w=27zv v enacbo (8) dobimo:
0

i27[1):/11):C,
2

c=vA| . (10)

Stojece valovanje napete strune

Obravnavamo kratko napeto struno, ki je vpeta na obeh koncih (vpeto krajisce). Valovanje, ki
se §iri v smeri proti desni: Yy, (X,t)=Y,sin(wt—kx), se na desnem vpetem krajiscu odbije (z
enako amplitudo in nasprotno fazo) in potuje v smeri proti levi: y, (x,t)=—y,sin(wt+kx).S

superpozicijo (sestevanjem) obeh valovanj, t.j. vpadnega (yD(X,t)) in odbitega (yL(X,t))

.....

y(X,t)=Yp (X,t)+ Y, (X1) =y, sin (@t—kx)—y,sin(wt+kx)=2y,sinkxcos wt . (11)
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Pri stojeGem valovanju nihajo vse tocke strune sinusno socasno (v fazi) z enako krozno
frekvenco @, vendar pa je amplituda odmika

A=2y, sinkx (12)

v vsaki toCki drugac¢na. Pravimo, da je amplituda krajevno odvisna. Tockam, v katerih je
amplituda (A) maksimalna, pravimo hrbti. Tocke, v katerih je amplituda (A) enaka ni¢, pa
imenujemo vozli (slika 3).

hrbet

Slika 3

Slika 4: Lastna nihanja strune.

V splo$nem velja (glejte sliko 4):
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A

ﬁz(N +1) 5 N=0,12 , (13)
od koder sledi:
20
Ay=—— 14
NN+ (14

oziroma ob upostevanju zveze (10)

N +1
UN=£=M. (15)
A 2

I c). :
Najnizjo lastno frekvenco za N = 0 (uo :27) imenujemo osnovno lastno frekvenco.

Hitrost Sirjenja transverzalne motnje po napeti struni

Obravnavamo hitrost Sirjenja transverzalne motnje vzdolZ strune, ki je v mirovanju napeta z
longitudinalno silo F, (slika 5).

E, 1

'S
>

A

Slika 5: Napeta struna.

Transverzalna motnja, ki potuje vzdolz strune, struno deformira, zaradi tega se pojavijo sile in
napetosti v transverzalni smeri (slika 6).

\
\
\
<

| dx
Slika 6: Sile, ki delujejo na majhen del napete strune pri majhnih odmikih.

Zapisimo rezultantno silo v smeri y-osi, ki deluje na delcek strune z dolzino dx (slika 6):
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o(tg 9)

dF =F (x+dx)-F(x) = Ritg %, —-Ftg 4 =F,(tg %, - tg 4 )=F, p dx=
X
o (o0y 0%y
=F, —| = |dx=F dx , 16
OaxiaxJ °ox (16)
kjer smo upostevali definicijo odvoda:
igg=2Y | (17)
O X

Sedaj zapisemo Se II. Newtonov zakon za gibanje delcka strune (z dolzino dx) v smeri y-0si
(slika 6):

92y
dF =F, —-dx=dma , 18
O@XZ ( )

kjer je a pospesek koscka strune z maso dm in dolzino dx:
dm=pSdx , (19

o Je gostota strune, S pa povrsina pre¢nega preseka strune. Ob upostevanju enacbe (19) in
definiciji pospeska strune v precni smeri:

(20)

1z enacbe (18) sledi::

oy oy
dx =pSdx—=
ox® P ot?

I:O

oziroma:

o%y( F 0%y
axz[posjzatz ' )

Enacba (21) je valovna enacba za napeto struno katere reSitev je potujoce valovanje:
y(X, t) =Yy, sin(mt—kx). (22)
Odvajajmo y(x,t) dvakrat parcialno po ¢asu on dvakrat parcialno po X —n:

o’y

F:—yo Q)ZSin(a)t—kX) ) (23a)
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o’y ) .
axz:—yok sin(wt—kx) (23b)

ter oba druga odvoda vstavimo v enacbo (21):

0’y o_ O
—C'= — 24
oX? ot (24)
kjer je c hitrost Sirjenja motnje po struni, ki je napeta s silo F;. Iz primerjave enacb (21) in
(24) sledi:

Iz enacbe (25) vidimo, da je hitrost potovanja transverzalne motnje vzdolz napete strune
odvisna od sile s katero je struna napeta (F,), od gostote strune (p) ter od povrine pre¢nega

preseka strune (S).

Zvok

Na kratko obravnavajmo $e primer longitudialnega valovanja v snovi, to je zvo¢no valovanje.
Na podoben nacin kot smo hitrost Sirjenja motnje v napeti struni (enacba (25)), to je s
pomocjo reSevanja valovne enacbe, lahko izpeljemo tudi hitrost zvoka v trdni snovi:

C=F : (26)
Y2

in hitrost zvoka v plinu:

(27)

kjer je E proznostni modul trdne snovi z gostoto o, y pa stisljivost toplotno izoliranega
plina (adiabatna stisljivost) z gostoto p. Tudi v primeru zvocnega valovanja lahko

opazujemo stojece valovanje, na primer v piscali v kateri molekule zraka nihajo so¢asno tako,
da na nekaterih mestih nastanejo zgos¢ine , na drugih mestih pa razred¢ine. Posledi¢no se
lokalno spreminja tudi tlak v piscali.
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Dopplerjev pojav

V primeru zvo¢nega potujocega valovanja lahko opazujemo zanimiv pojav, ki mu pravimo
Dopplerjev pojav, kot imenujemo spremembo frekvence oddanega zvo¢nega valovanja, ki jo
zazna sprejemnik zaradi gibanja sprejemnika in/ali gibanja oddajnika.

Obravnavamo najprej prvi primer, ko se sprejemnik giblje, oddajnik zvoc¢nega valovanja pa
miruje (slika 7).

sprejemnik

v_ = hitrost sprejemnika

c= hitrost $irjenja zvo¢nega valovanja
slika 7

Hitrost zvo¢nega valovanja za sprejemnik, ki se giblje s hitrostjo v, proti mirujoéemu
oddajniku je c+v, (glejte sliko 7 in razpravo o Galilejevih transformacijah). Ce pa se
sprejemnik oddaljuje od mirujocega oddajnika s hitrostjo —v,, je za sprejemnik hitrost
valovanja c—v,. Oba primera lahko zajamemo z izrazom za hitrost zvo¢nega valovanja, ki jo
zazna gibajoci se sprejemnik (c'):

c'=ctv, , (28)

kjer predznak + velja za priblizevanje sprejemnika, predznak — pa za oddaljevanje
sprejemnika. Valovna dolZina zvo¢nega valovanja je tako za sprejemnik (Z) kot za oddajnik

() enaka:

A=, (292)
¢_c, (290)
9] 9]
+
=Vt (29¢)
1% D
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kjer smo upostevali enacbi (10) in (28), v' je frekvenca zvoka, ki jo zazna sprejemnik, v pa
frekvenca zvoka, ki jo oddaja (zazna) oddajnik.

Iz enacbe (29c¢) tako sledi:

ueu@iﬁj, (30)

c

kjer velja predznak + za priblizevanje sprejemnika, predznak — pa za oddaljevanje
sprejemnika. Vidimo torej, da sprejemnik, ki se bliza mirujo¢emu oddajniku zazna vecjo
frekvenco zvoka, sprejemnik, ki pa se oddaljuje od mirujocega oddajnika, pa zazna manjso
frekvenco zvo¢nega valovanja kot jo oddaja oddajnik.

Poglejmo si sedaj Se drugi primer, ko sprejemnik miruje, oddajnik pa se giblje (slika 8). V tem
primeru so valovne dolzine kraj$e (slika 8) ali daljse.

vsprejemuik =0
v
—> ..
Sd gd—> sprejemnik
0Od = oddajnik
slika 8

Ce se oddajnik giblje proti mirujoéemu sprejemniku so valovne dolzine krajse (glejte sliki 8
in 9):

A=A =Vt | (31)

kjer je u:tl frekvenca zvoka, ki jo zaznava oddajnik.
0
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ONENC) 3
‘ \
‘ \
| :
Vg | |
\ \ } vt, Al=A-wt, |
A :
odajnik odajnik } \
\ | \
\ | \
\ | \
\ \
| | |
\
| cty=2 iy cty=2 |
| N 1
1
c=Av=4A— = | A=ct,
0
v= hitrost oddajnika
¢ = hitrost zvoka
tozi = perioda
1%
slika 9

Ob upostevanju enacbe (31) lahko tako izratunamo frekvenco zvoka, ki jo zazna mirujoc¢
sprejemnik proti kateremu se giblje oddajnik s hitrostjo v (slika 8 in 9):

, C C C
D =— = = ,
AT AV, Y
L
torej
v'=r"2 (32a)

Ce se oddajnik giblje stran od mirujo¢ega sprejemnika dobimo ustrezen izraz za frekvenco, ki
jo slisi sprejemnik tako, da v enacbi (32a) naredimo transformacijo v — —V:

(1+—U‘é) .

Vidimo torej, da se v primeru nadaljevanja oddajnika od mirujocega sprejemnika, frekvenca
zraka (v"), ki jo zazna sprejemnik zmanj$a, v primeru bliznjega oddajnika pa se frekvenca
(v") poveca. Izpeljane enacbe veljajo le, ¢e je hitrost oddajnika glede na sprejemnik manjsa
od hitrosti valovanja c.

v'= (32b)
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Machovo valovno ¢elo

Lol sl

Ernst Mach (1838 — 1916). Na Moravskem rojeni avstro-ogrski fizik in filozof Ernst Mach
je prezivel svojo mladost v gradicu Slatnik (po domace »Mahovi grascini«) v vasi Veliki
Slatnik blizu Novega mesta na Dolenjskem.

Ce je hitrost telesa ve&ja od hitrosti valovanja pride do zanimivega pojava, ki mu pravimo
Machovo valovno ¢elo (slika 10)

\ v
. _Machovo valovno ¢elo

V, = hitrost telesa

¢ = hitrost valovanja
S, = lega telesa

slika 10

S slike 10 je razvidno, da Machovo valovno celo oklepa s smerjo hitrosti telesa kot S :

sinp=Ct_C (33)
vt oV,
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Valovna érta potuje po snovi s hitrostjo ¢ pod kotom (90°— ) proti hitrosti izvira. Ce leti

letalo na reaktivni pogon z nadzvoc¢no hitrostjo sli§imo pok, ko nas doseze Machovo valovno
celo.

slika 11: Machovo valovno celo colna, katerega hitrost je vecja od hitrosti Sirjenja vodnih valov.

(Serway, 1990)
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