4. Izrek o kineti¢ni in potencialni energiji

Tockasto telo

Izradunajmo delo (A) rezultante zunanjih sil (F ), ki deluje na to¢kasto telo z maso m:

A=[F.ds=[F.dr, 1)
kjer je ds vektor premika
Uporabimo II. Newtonov zakon za gibanje tockastega telesa:
F=ma=m v 2)
dt
Enacbo (2) vstavimo v enacbo (1) in dobimo:
v ©)

A:jlf-dr:jma.drzjm%-df:jm%ﬁdt=jmd\7-\7=mjd\7-v ,

kjer smo uporabili definiciji dr =vdt, dv =adt. V nadaljevanju najprej malo drugace

zapiSimo skalarni produkt v -dv :

Il
<
Il
—~
<
<
~

<
W
o
—
<

(42)

ali:
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d(V-V)=dv-V+V-dv=2v-dv,
od koder sledi:

V-d=Zd(V-9 ) = Zd(v?)=vav (4b)

Ob upostevanju enacbe (4a), oziroma (4b) iz enacbe (3) sledi:

Azmjv-dvzmjvdv=%mv2 |2:%mv§—%mvf. (5)

Vi

Definiramo kineti¢no energijo tockastega telesa:

szimv2 , (6)
2

torej:

A=[F-ds=aw, |. (")

Relacijo (7) imenujemo izrek o kineti¢ni energiji za tockasto telo.

V nadaljevanju rezultanto vseh zunaniji sil razdelimo na rezultanto vseh ostalih zunanjih sil

Ost) in silo teze (gravitacijsko silo) Ifg :

razen sile teze (F

. ®)

rr r’

F=-G

g

R = polmer Zemlje
h = nadmorska viSina
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kjer je G gravitacijska konstanta, M, masa Zemlje in r razdalja od sredis¢a Zemlje do
toCkastega telesa z maso m. Torej:

F=F,+F,, ©)
oziroma

A=[(Fy+F,)-ds=[(Fy+F,)-dr=Aw, . (10)
Iz enacbe (10) sledi:

A= [ Fog-dr =AW, [ F, -dr . (11)

Zadnji ¢len v enacbi (11) predstavlja negativno delo sile teZe. V nadaljevanju negativno delo
sile teZze ob upostevanju enacbe (8) izrazimo malce drugace:

= mM, 1T 1
_.[Fg -dr:jG 2 ?-dr:GmMZ J'Fr -dr=

:GmMer—13rdr:GmMZI%:GmMZ(—%j = (12)

:_GmMZ f:—GmMZ—(—GmMZJ.
roo. r, I

Ce definiramo gravitacijsko potencialno energijo to¢kaste mase m Kot:

W =-G—2z |, (13)

lahko zapiSemo enacbo (12) v obliki:

—[Fydr=w,,-w, =AW, , (14)
enacbo (11) pa kot:
A =AW, +AW 1. (15)

Enacbo (15) imenujemo izrek o kineti¢ni in potencialni energiji za tockasto telo.
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Pri izpeljavi enacbe (12) smo upostevali:

d(F-F)=dr-F+r-dr =2r-d

r,

od koder sledi:

S A R

r~dr=Ed(r.r)=§d(r )=rdr . (16)
NariS§imo odvisnost gravitacijske potencialne energije tockastega telesa od razdalje od
srediS¢a Zemlje
r=R+h, 17)
kjer je R polmer Zemlje, h pa nadmorska visina.

Wp
R r

Gravitacijsko potencialno energijo lahko za majhne nadmorske visine h razvijamo v vrsto:

2
Wp:_GmMZ:_G nI;MI; _ mMZh :_Gmgﬂz(l_%+%_"'J ) (18)
r (R+h) R(1+Rj
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1z enacbe (18) vidimo, da za zelo majhne nadmorske visine %—)0 velja priblizno zveza:

Wp;_GmMz(l—E) _c™M: g MZZ mh . (19)
R R R R

Pri konstantni vrednosti mase m in upoStevanju definicije gravitacijskega pospeska pri morski
gladini

M -
QOZGR—ZZ =9.8ms™?,

lahko zapisemo enac¢bo (19) v obliki:

W, =mg,h |. (20)

Konstantni ¢len z

v enacbi (19) smo izpustili, saj v enacbi (15) nastopa le razlika

potencialnih energij, masa telesa m pa se ne spreminja.

Togo telo

Dimenzije togih teles, ki jith obravnavamo, so veliko manjSe od polmera Zemlje, zato je
gravitacijski pospesek znotraj telesa prakti¢no konstanten v vseh delih telesa. Zato sta izraza
za gravitacijsko potencialno energijo (13) in (20), ki smo ju izpeljali za tockasto telo, dobra
tudi za toga telesa kon¢nih razseZnosti.

Drugace pa je s kineti¢no energijo togega telesa, ki je v sploSnem ne moremo opisati z

. 1 o .. oy
Izrazom Emv2 (razen, Ce se togo telo giblje po premici). NariSimo shematsko togo telo v

A%

kartezicnem koordinatnem sistemu (X, Y, z). V teziS€e togega telesa (T) postavimo izhodiSce
lokalnega koordinatnega sistema (x', y', z'), kjer predpostavimo, da so koordinatne osi
laboratorijskega inercialnega koordinatnega sistema (x, y, z) paroma vzporedne z osmi
lokalnega tezis¢nega sistema (X', y', z').
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dm

=

=
—
k\

X

r = Kkrajevni vektor do majhnega dela togega telesa z maso dm merjeno v laboratorijskem
sistemu (X, Y, 2)

I, = krajevni vektor do tezi$Ca togega telesa merjeno v laboratorijskem sistemu (X, Y, z)

r~ = krajevni vektor do majhnega dela togega telesa z maso dm merjeno v lokalnem
(teziS¢nem) koordinatnem sistemu (X', Y, z')

T = teziSCe togega telesa

Iz zgornje slike vidimo, da velja zveza

F=F +F. (21)

S

Ce enacbo (21) odvajamo po &asu na obeh straneh enacaja dobimo:

V=V, +V , (22)

A%

kjer je V. hitrost tezis¢a togega telesa, V. pa hitrost mase dm v tezis¢nem sistemu.

Izracunajmo sedaj kineticno energijo togega telesa, za katero vzamemo, da je vsota kineti¢nih
energij vseh mas dm, ki sestavljajo togo telo z maso m:

wkzéjvzdm:%jvwm. (23a)
Izraz (22) vstavimo v enacbo (23a):
W, =2 [ (v, +7)-(v, +\7*)o|m=%jv$o|m+vT v dm+%j\7*2 dm. (23b)

Drugi ¢len v gornjem izrazu je enak ni¢. Koordinate teZiS¢a v teZiS€nem sistemu so namre¢
enake nic¢:
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1.

d :ajr dm=0,

zato je tudi

d (1. 1, -

— | —=|r dm|==|vdm=0. 24
dt(mI j mI (24)
Iz enacb (23b) in (24) sledi:

Wk_EmVT+§IV dm. (25)

V splosnem v vsakem trenutku obstaja neka os okoli katere se s kotno hitrostjo @ vrti
obravnavano telo, ki je v izbranem trenutku enaka za vse tockaste mase dm, Ki sestavljajo
togo telo, zato velja (glejte sliko):

@/ os

V=Ro. (26)

Ob upostevanju enacbe (26) lahko enacbo (25) zapiSemo Vv obliki:

1 1..
Wk:EmvT2+EJ o |, (27)

kjer smo upostevali

1 = 1 . 1.

Z|v dm=Z0*|R%dm==1"0", 28a
2-[ 2 I 2 (28a)

J = j R2dm. (28h)
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C . 1 . . . C .
Kineti¢no energijo W, ==mvV’? imenujemo translacijska kineti¢na energija togega telesa,
2
1.. . . oy .. . e e
W, =§ J"@* pa je rotacijska kineti¢na energija togega telesa. Za izbrani tezi$¢ni sistem lahko
v splo$nem zapiSemo rotacijsko kineti¢no energijo kot:
1
Wr:EZJaﬂa)a @y (29)
a:X*’y*,z*, ﬂ:X*’y*,Z*,

kjer so J..,J..in J.. vztrajnostni momenti okrog treh pravokotnih osi X,yinz,
Jop (a;t ,B) pa so deviacijski momenti (glejte e str.47). Ce so osi teZi§¢énega sistema hkrati

tudi glavne osi dobi izraz (29) obliko:

1 1 1
WF:EJX* a)12+EJy* a)22+EJZ*a)32. (30)

Ce pa se trenutna os vrtenja vedno ujema z eno izmed glavnih osi, n.pr. z J..je

W, =%Jx*a)f. (31)

Nazorna ilustracija zadnjega primera je kotaljenje homogenega valja s polmerom R in maso m
po klancu navzdol brez podrsavanja.

L&)

Ce se valj kotali brez podrsavanja sta hitrost teZi$¢a valja v, in kotna hitrost vrtenja valja
povezana z enacbo

V; =Rw. (32)

Trenutna os vrtenja valja pri kotaljenju brez podrsavanja se ujema z geometrijsko osjo valja,
ki je hkrati tudi ena izmed glavnih osi. Vztrajnostni moment homogenega valja okrog te osi je

J :%m R?, torej velja:
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geometrijska os

«

R

2
1(lmR2jVT §mvTZ, (33)

W, =%mvT2 +%J o’ = lmvT2+—

2 212 R’ 4

kjer smo upostevali veljavnost enacébe (32). Ce se valj po klancu ne bi kotalil, ampak bi samo

L . oy . . 1
drsel s hitrostjo v, , bi bila ustrezna kineti¢na energija valja samo > mvz.

Zgled: popolnoma prozen centralni trk dveh vozi¢kov na zra¢ni blazini

Prozen trk dveh teles definiramo kot trk pri katerem se ohranja skupna kineti¢na energija. Ker
. v .o . v .. o v 1 * v
je trk centralen, ne upostevamo rotacijske kineti¢ne energije vozickov > J @* (enacba (27)).

Predpostavimo pa tudi, da se pri trku gravitacijska potencialna energija ne spremeni
(AW, =0) in pa, da je delo vseh zunanjih sil enako ni¢ (glejte Se enacbo (15)). Velja tore;

ohranitev skupne kineti¢ne energije:
1,1 o 1 1
Emlvf+§m2v22=§mlvf+5mzv22 : (34)

kjer sta m, in m, masi vozi¢kov, V, in v, hitrosti vozi¢kov pred trkom ter v, in v, hitrosti
vozickov po trku.

Vi
o > 5

pred trkom: m, m,
e

A
o

po trku: <7 m

Ob predpostavki, da je skupni sunek sil na oba vozicka ni¢, se ohranja tudi skupna gibalna
koli¢ina obeh vozic¢kov:

m, v, + m, v, =m v, + m,v,. (35)
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Iz enactb (34) in (35) lahko pri poznavanju m,, m,, V,

. in v, izraGunamo konéni hitrosti

vozickov v, in v,. Resimo enacbi (34) in (35) za poseben primer, ko drugi vozic¢ek pred
trkom miruje, to je za v, =0. Tako preideta enacbi (34) in (35) v:

m1Vi:le1+m2V2’ (36)
1 , 1 1
Emlvlz_Em1V12+§m2V22’ (37)

od koder sledi:
. m

V=V, + [EZJ v, (38)
. m

V2=V + (EZJVZZ (39)

Resitvi enacb (39) in (38) sta:

v=-~ 1/ (40)
ml

v, = 2\:}11 . (41)
1+—2
ml

Za poseben primer, ko sta masi obeh vozi¢kov enaki, sledi iz enacb (40) in (41):

v, =0.

V,=V,.
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5. Harmonic¢no neduseno nihanje

SploS$no:

Potencialna energija (1 — D):

A

w,(x)

Pogoj za minimum potencialne energije:

‘ dw,
1 dx

! masa m

dw,
dx?

>0

X=X,

r

>
7

X X

Izhodis¢e koordinatnega sistema premaknemo v minimum potencialne energije:

W, (x)

parabola, ki se najbolje prilega
krivulji W (x) v okolici minimuma

Za x<<1 razvijemo W, (x) v Taylorjevo vrsto:

X2 dZVVp
+ JR—
) 2 dx?

r =

W, (x)= W, (x=0)+x (ddwxp)

X2 dz\Np
+ .z =
2| dx?

=0 (glejte sliko).

X =0

. . - de
kjer smo upostevali W (x = 0) = 0 in

dx o
Torej:
XZ
W, (0= k-, (1)
kjer je:
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> 0. 2

. [dz\Np]
dx?

dW
Sila F=— —2=—kx. 3)
dx

X, =0

ZapiSimo II. Newtonov zakon za gibanje mase m:

ma =—kx , (4)

2
Pospesek a=¥ , torej:

2
m%:—kx, od koder sledi:

d’x kK (5)

Resitev diferencialne enacbe (5) iS¢emo z nastavkom:

X=X, Sin [ﬁ—”]ﬁé] (6)

Iz enacbe (6) sledi:
v:%:xO [2—7[} cos KZ—ﬂJ t+5} (7)
dt t, t,
kjer je:
2r
Vo =Xo [t_j (8)
0
amplituda hitrosti. Velja tudi:
dv d*x 2r ’ 2r
a=—=—0>=—X,| — | Sin|| — [t+J|. 9
dt dt? XO(toj Kto) } (©)

Enacbi (6) in (9) vstavimo v diferencialno enacbo (5) in dobimo:
22\ [(2 k 2

— X, 2\ sin| | Z2 Jt+s =——X,Sin Zlt+s|,
t, t, m t,

(10)
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od koder sledi:

2
(Z_E] _k (12)
t, m
oziroma
m
t, :27z\/% . (12)

2z

Vidimo torej, da nastavek x=X, sin ﬁ Jt +5} resi diferencialno enacbo (5), kjer je nihajni

0
¢as t, doloCen z enacbo (12), & pa je fazni zamik. Gibanje, doloceno z enacbo (6),
imenujemo harmoni¢no ali sinusno neduseno nihanje.

X=X, Sin Kz—”JHé}
tO

X 4
<—> t
)
t0
Na zgornji sliki vidimo, da velja zveza w,t, =27 = a)ozt—”
0

@, = lastna krozna frekvenca

1
Lastna frekvenca v=— = @,=27v
0
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Energija harmoni¢nega nihanja

o Kineti¢na energija mase m (glejte Se enacbo (7)):

2 2
szmv L[ 22| cos?|[ 27 | tas).
2 2 el t,

o Potencialna energija (glejte enacbi (1) in (6)):

2
Wp=ki=5x§sin2 27 \iis).
2 2 t,

o Celotna energija:

ODb upostevanju enacbe (11) preide enacba (15) v:

W:lkxg cos?{| ZZ |t + 5 |+sin?|[ ZZ |t + 5 :Ekxj.
2 t, t, 2

Ob upostevanju enacbe (8) in (11) velja:

2
%kxé = ;kv(f/ﬁ”j =;mv§ :
0
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2
W =W, +W, =%mx§ (i—”} cos{[i—”} t+5}+g x; sin{ﬁ
0 0

0

jtﬂs]

(13)

(14)

(15)

(16)

17)

(18)



Primeri nihal,

ki nihajo sinusno

1. Nihalo na vija¢no vzmet

A: HORIZONTALNO gibanje mase m

\
\

k

QR RLRLLRLL

k = konstanta vzmeti

Newtonov zakon za gibanje mase m:

(19)

kjer je —kx sila vzmeti. ReSitev enacbe (19) ze poznamo (glejte enacbe (5) — (12)):

X=X, sin Kz_ﬂjtﬂs} ,
tO

kjer je

m
ty =27T\/% nihajni ¢as.

B: VERTIKALNO gibanje mase m

W

k

X

=

xX X

71

celoten raztezek vzmeti
ravnovesni raztezek
odstopanje od ravnovesnega raztezka

(20)
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Velja: X =X, + X . (22)
V ravnovesju napiS§emo pogoj za staticno ravnovesje mase m v obliki:

kx, =mg . (23)

Newtonov zakon za gibanje mase m pa kot:

ma=mg — kx |- (24)
. d*x 5 .
Kjer je e pospesek mase m. Torej:
2
m ?jt;( =mg—k(x +X) , (25)

kjer smo upostevali enacbo (22). Ob upostevanju enacbe (23) iz enacbe (25) sledi:

mW == —kX . (26)

Resitev enacbe (26) pa Ze poznamo od pre;j.

2. Nihalo na polzasto vzmet (su¢no sinusno nihanje)

Navor polzaste vzmeti:

M=—Dg (27)

kjer je @ zasuk vzmeti in D konstanta vzmeti.
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Zapisemo enacbo za vrtenje togega telesa okrog fiksne osi:

J = vztrajnostni moment nihala,
d’e
dt?

= 3—? = kotna hitrost .

a= = kotni pospesek ,

Vstavimo enacbo (27) v enacbo (28) in dobimo:

d’e
J— =—Dgp |,
dt? ?
oziroma:
d? D
de__D,
dt J

Resitev diferencialne enacbe (32) iS¢emo z nastavkom:

@ =@,sin {[Z—ﬁ}+é}
tO
Kotna hitrostco=%=¢0 2z Ccos 2z t+o |,
dt t, t,

kjer je

27
Wy =@ t_ '
0

amplituda kotne hitrosti.

Kotni pospesek

2 2
dt t, t,

oziroma
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31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)



2
d? 2r
P (—j o |. (37)
Vidimo, da nastavek (33) resi enacbo (32). Iz primerjave enacb (37) in (32) sledi:

oziroma

t,=2x \/g . (39)

3. Matemati¢no nihalo

Zaporedne fotografije odklona nitke (modela) matematicnega nihala
(foto: U. Anzeljc).

Obravnavamo nihanje tockaste mase m, ki visi na zelo lahki nitki dolzine 1.

@ = odmik

Navor sile teze mJ je:
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M =—mgl sing (40)

Ob predpostavki, da so odmiki majhni (¢ << 1) velja sinp=g, torej

M =—mgle (41)

Opis vrtenja togega telesa okrog fiksne osi:

(42)

kjer je J =m1?vztrajnostni moment tockaste mase. Ce vstavimo ena¢bo (41) v enatbo (42)
dobimo:

dz(/)
—mgle =ml? ,
gl a2
oziroma;
d’e g
=2 ) 43
aw 17 (43)

Resitev diferencialne enacbe (43) iS¢emo z nastavkom:

@ =@,Sin Kzt—ﬂj'wé} , (44)

Ce enacbo (44) dvakrat odvajamo dobimo:

d? 2zY . [(2
dt?f _— (t—”J sin Kt—”}m] (45)
0 0

oziroma
&g _ (27 s (46)
dt? t, '

Vidimo torej da nastavek (44) resi enacbo (43). Iz primerjave enacb (43) in (46) dobimo:

2
2z} _9
ok

od koder sledi izraz za nihajni Cas:
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(=2 E (47)

4. Fizi¢no nihalo

os vrtenja
T = tezisce
I, = rocica rezultante sile teze
Navor rezultante sile teze mg je:
M =—mgr; sing. (48)
Ob predpostavki (sinp=g) za (¢ << 1) velja:
M =—mgr, ¢ (49)
Opis vrtenja togega telesa okrog fiksne osi:
d’p
M=J (50)

kjer je J vztrajnostni moment togega telesa okrog izbrane osi. Ce vstavimo enacbo (49) v
enacbo (50) dobimo:

2
_mng(D:\] Zt? ) (51)

Enacbo (51) zapiSemo v obliki:

d’p mgr,
@ = ) )

Resitev enacbe (52) iS¢emo z nastavkom:
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17 =(posin{(2t—ﬂjt+5} . (53)

Enacbo (53) dvakrat odvajamo po ¢asu in dobimo:

d2 272 . [(2
dt‘f — 0, [t_”j S|n[(t—”jt+5] (54)
0 0

oziroma
&y (2] (55)
dt? t, S

Iz primerjave med enacbama (52) in (55) sledi:

2
2z) _myk (56)
t, J
oziroma:
J
t, =27
’ mgr, (57)

V posebnem primeru J=mr/ in r, = preide enacba (57) v enacbo (47):

I
t,=27_|— ,

g

ki velja za matemati¢no nihalo.
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6. DuSeno nihanje

Obravnavamo primer nihala na vijacno vzmet.

= masa
konstanta vzmeti

~ 3

COIS SIS
~

e

V dosedanji obravnavi nihala na vijatno vzmet smo predpostavili, da je sila vzmeti — kx
edina sila. Zanemarili pa smo silo trenja, ki je sorazmerna masi telesa m. Pa tudi silo upora, Ki
je pri majhnih hitrostin sorazmerna hitrosti v. V nadaljevanju zato poleg sile vzmeti
upostevamo tudi silo duSenja Fy, ki jo zapiSemo v pribliznem zapisu kot:

F,=—2mpv , (58)

kjer je m masa in S koeficient duSenja. Zapisimo II. Newtonov zakon za gibanje tezis¢a
mase m.

mX =—-kx—24mx, (59)
kjer smo definirali:

dx

=X
dt

X

d?x
- ©0

Enacbo (59) na obeh straneh enacaja delimo z maso m in dobimo:

X+2Bx+@ x=0 |, (61)
kjer je
27 k
2 T
_[ 27| k. 62
Wy (to] m (62)

lastna krozna frekvenca neduSenega nihanja, t, pa lastni nihajni ¢as neduSenega nihanja
(glejte enacbo (21)). Resitev enacbe (61) iSCemo z nastavkom:

x(t)=y(t)e” (63)

kjer je y(t) neznana funkcija asa. Funkcijo (63) dvakrat odvajamo:
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x=ye —pye”, (63a)
Xx=ye ' -2p8ye"" + plye ", (63b)

in dobljena izraza za x in X vstavimo v diferencialno enacbo (61). Tako dobimo:

e[ y+(ef-p)y]=0. (64)
Ker e”' v splosnem ni enak ni¢, mora biti

j+(a5-5)y=0. (65)

Resitev enacbe (65) je sinusno nihanje:

y =%, CoS(@,t+5), (66)
kjer je:

1
@, = (@} - ) (67)

lastna krozna frekvenca dusenega nihanja.

Na osnovi enacb (63) in (66) zapiSemo resitev enacbe (61) v obliki:

X=X,e "' cos(@,t+5)

o0=2r

(68)

Funkcija (68) resi enacbo (61) le v primeru, ko je S<aw, (glejte enatbo (67)). Ce je B>, se
enacba (65) lahko zapiSe v obliki:

y=(5-af)y . (69)

kjer je ( S —w§)>0. Zato je v tem primeru resitev enacbe (69) eksponentna funkcija, pa tudi

celotna resitev (glejte Se enacbo (63)) je eksponentna funkcija:

x=x,“", a>0. (70)
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7. Vsiljeno nihanje

m = masa
- kX F sinwt k = konstanta vzmeti
Looo000o d m [ F, = amplituda vsiljene sile

\ o = vsiljena krozna frekvenca
AN ~

Sila, ki vsiljuje nihanje: | F(t) = F;sinwt (71)

Enacba gibanja:

mX = —kx—-2mx+F,;sinat , oziroma

X‘+2ﬂ>‘(+a)§x:isina)t : (72)
m
kjer je @? =k/m (73)

lastna kroZna frekvenca nedusSenega nihanja in £ koeficient duSenja.

Ceje w<<a,: X—>0,x—0,torej:

) F . , .
Wy X = — sinwt, 0ziroma:
m

X = F°2 sinat . (74)
mw;

Splosno resitev diferencialne enacbe (72) iS¢emo z nastavkom:

x(t) =%, (t)+x,(t) |, (75)

kjer je X, (t) partikularna reSitev nehomogene diferencialne enacbe, X, (t) pa je resitev

homogene diferencialne enatbe X+2 X+ x=0 (glejte enacbo (68)):

x, = X, e sin@, t

~ 2 2
@, =«fa)0 -p°.

Lastno nihanje z lastno krozno frekvenco @, se po zadosti velikem casu zaduSi, ker

X, (t > 0) > 0.
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Partikularno resitev nehomogene diferencialne enacbe (72) iS¢emo z nastavkom:

X, (t) = %, sin(wt+7) |, (76)

kjer je @ krozna frekvenca vsiljene sile. V nadaljevanju is¢emo X, in¢o . lzraz (76)
predelamo v:

X, = X, Sin(@t+8)=X,sin wtcoss+x,coswtsins , oziroma (77)

x,(t) = Asinot + A, coswt |, (78)

kjer smo vpeljali nove oznake:
X, COSO=A ter X,sin 6=A, , (79)
Odvode:

X,=A w-cosat—Aw-sinot

G 2 2
X,=— A o sinot—A,0" -coswt,
vstavimo v diferencialno enacbo (72):

—A &’ sinot—Aw’ coswt+2 f Awcoswt -2 S A wsin ot +

. ) F, . (80)

+ @, A sinot+w, A, cosot=—sinwt
m
Enacba (80) mora veljati posebej za Clene s sin(wt) in posebej za Clene z cos(wt):
2 2 I:0
~Ao" -28A o+ Ai:ﬁ ,
~A &’ +2B8A w+a) A =0,
oziroma:
2 2 I:0

(0 -0 )AI—Z,Ba)Azzﬁ, (81)
(-0 )A, +2 B0 A=0. (82)
Iz enacbe (82) ob upostevanju enacbe (79) sledi:
i:Lmé:téz_zz'ga;,torej: (83)
A X,C080 ) —@
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-2fw
2 _ 2

0

tgo =

Enacbi (81) in (82) kvadriramo ter sestejemo:

2
(cooz—wz)z(A2+A22)+4,Bza)2(Af+A22)=(%j . (84)
Velja pa tudi (glejte enacbo (79):

A+ A =x2cos’ s+xsin’ S =X . (85)

Iz enacb (84) in (85) sledi:

2
2 F
(a)g—a)z) X2 +4 B’ X =(E0j ,

od tod pa:

(=)

\/(a)g ~° )2 +4 %0’

Xo = (86)

Odvisnost amplitude X, od vsiljene krozne frekvence w:
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Torej:

=  splosna resitev enacbe (72) je: |X = X, e 7' sin(@,t)+X, sin(wt+5)

* zazadosti velike ¢ase niha nihalo sinusno (x = X, Sin(wt+6 )) s frekvenco vsiljene sile

= lastno nihanje x, = X, & sin(@,t) se zadusi (5)0 = 605—,32)

" << @ - Ry
b %o ma?
" 0=, d—XO:Ojepri 0= @, =\ -2
dw

za f—0: @, >, In X, >0

" o>y %—0

Odvisnost faznega zamika & od vsiljene kroZne frekvence w:

o

-

Torej:

w<<aw,:6—>0 [x0—>mF°2]
Wy

ETON 5—)—% (X, —>0)

w>>awy:6—>—71 (X —0)
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Mo¢ vsiljene sile

P(t)=F(t)-v(t)=F,sinwt-x, @cos(wt+5)

Upostevali smo: x=x,sin(at+8) = v=X=%, @cos(wt+35).
Ker cos(wt+5)=cos(wt)-coss—sin(wt)-sins :
P(t)=F,%,0] sin(at)-cos(at)-cos5—sin® (wt)-sin s |

to

Povpreéna mo¢ E:tl_.. P(t)dt je:

0
0

1) ty

P=F,x @ coso j.%sin(Za)t)dt—sin 53"-sin2 (wt)dt |

0
0 0

%/—J%/—J

1
2
torej:

p-_ho wX,sinés |.
2

(Fo/m) tgo

in sind=

V enacbo (88) vstavimo: X, =

Kjer je tg 5=%,
=
in dobimo:
LA e
[ 2 _m . W —@
\/(“’ ') 4’y A
(ef -o")
torej
R,
— m2
P= 2)? 2 2
(a) - ) +4 5w
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Maksimalna vrednost P je pri S—P:O = 0y =00, .
@

Sklep: zavse S je P najvecja pri o,
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8. Sklopljeno nihanje

I. model: dve enaki fizi¢ni nihali sta sklopljeni z vzmetjo s konstanto k

LSS SN S LA

Enacbi gibanja (vrtenje togega telesa okoli fiksne osi):
M=J¢ , a=¢,
zapiSemo v obliki:

J@ =—mglsing +kAxbcosg, , (90a)
J ¢, =—mg(sing, —k Axbcos g, , (90b)

kjer smo upostevali sin(90° ) = cosg in Ax=bsing, —bsing, .

Ob upostevanju:

3 5
ino=op-2 12 _
sinp =¢ 3!+5! ....... ,

2 4

1?2 .7
cosep =1 3!+5! ....... ,

ter ¢, <<1 in @, <<1 velja: (glejte Se sliko):

sing, = @, sing, = @,, cOS@ ~1, cosp,~1,
in Ax =bsing,—bsing, =b(p,—¢).

Enacbi (90a) in (90b) tako zapiSemo v obliki:

J¢1 = _mg£¢l +k b2(¢2_¢1) ) (913-)
J @, =—mgLp, —k b? (§02_§01) . (922)
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Definiramo: &} :ngK (lastna frekvenca fizi¢nega nihala)
in
2
D= kb :
J
Ob upostevanju gornjih definicij za @, in D prepiSemo enacbi (91a) in (92a) v obliko:

G = _a)oz ¢1+D(¢2 _¢1) , (91)
@, = _wg ¢2_D(¢2_¢1) - (92)

Sestejemo enacbi (91) in (92):

d2

(2 ra)=—d(e+a), (93)

Odstejemo enacbi (92) in (91):

2
%(¢2 _¢1)=_(w02+2D)(¢2 _¢1) : (94)
Resitvi enacb (93), (94) sta:

P+ =@, cosamt, (93)
P, — P =@, C08m,1, (94)

Kjer sta @ =, in @, =m dve lastni krozni frekvenci.

Pri zapisu resitev (93") in (94') smo upoStevali zacetna pogoja:

»=0, ¢,=¢,00t=0, (95)
oziroma (ob ¢asu t =0):

O+ P =@y,
Q=P =@, -

(96)

Torej:
@, = %’(coswlncoswzt), (97")

@ = %’(cos @ t—Ccosw,t). (98"

UposStevamo:
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’ * Q
Q + e
+ | N 3
a N—
N— c
8 B
O
7~ N Q
Q || e
| N8
] N
N— c
3 @
© o
9V} |
Il Il
Q Q
wn wn
o o
o o
+ [
3 3
wn wn
o o
(] (@]

Dobimo:

(97)

601+a)2t
2

COos

abt}-

w, —

@o cos{

D,

(98)

0)1+a)2t
2

S

Definiramo amplitudo:

w, -

o= _€005in|:

O+ @,
2

w, —

@, t}- cos{

amplituda

D+ @,
2

w, —

2 =_¢03in|:

-

amplituda

Zakljucek:

o @, + .
nihali nihata s frekvenco —4——2

2

(99)

A

w, — W,
2
?1

+2D

2
0

,

@, =

-

lllllll

amplituda se spreminja s frekvenco
t
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= Utripanje:

t, = cas utripanja: %-tu =1 =>|t,=

= Sibka sklopitev (2D << ?):

Y2

o,=(a?2+2D) = 1+2—D =@ 1+R =@ +E, kjer Q« 1.
2 0 0 2 0 2 0 W a)Z
0 0 0 0

2

1
Uporabili smo razvoj: (1+x)]/2:1+%x—%x +..; Ce x<<1: (1+x)2;1+%x.

. O+o
Torej: 172 =yt
0

Nihali nihata s frekvenco, ki je le malo vecja od lastne frekvence a, .
w,-w _ D
2 2w,

Izra¢unajmo Se
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I1. model: nihanje dveh sklopljenih nihal na vijaéno vzmet

k k'
W AMAMAN m W

S SAS S S S S S /////

WW# AAAAAAAA] m W
/////////////////////

ZapiSemo II. Newtonov zakon za masi m:

mx, =—kx —k'(x—X,), (100)
mX, = —kx, —K'(%, —x,). (101)

Sedtejemo enacbi (101) in (102):

m(%,+%, ) =—k (% +X,). (102)
Odstejemo enacbi (101) in (102):

m(%—%, ) = —k (%, =%, )—2k"(x,—%,) = —(k+2k")(x —X,) . (103)

Izberemo zacetna pogoja: X, = X, in X,=0 (ob ¢asu t=0)
Ob ¢asu t = 0 tako velja:

X +X =X, (104)
X —X,= X, . (105)

Ob upostevanju enacb (104) in (105) napiSemo reSitvi enacb (102) in (103) v obliki:

X, +X, = X,Cosa t, (106)
X, —X, = X, COS o, t, (107)
kjer sta lastni krozni frekvenci: @ = LS in @ = K+ 2k :

m m
Iz enacb (106) in (107) sledi:
X = %(cos t+Ccosm,t) = X, cos{(%jt}-cos{(@jt} : (108)
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T _xosin{(%ﬂsm{[@ﬂ .

Upostevali smo:
COS r+C0S 3 = 2C08(a;ﬂjcos(a;ﬂ] :

COSa—COSﬂ=—2$in[a_ﬂjsin(a+ﬂj.
2 2

Dobili smo utripanje:

X, = —X, sin{wl_a)2 t}-sin (a)ﬁa)zjt ,
2 2

kjer sta dve lastni krozni frekvenci:

K
=0y = H )

k)
W, =, (1+2?J :

Sibka sklopitev: k' << k

Ce uporabimo (1+ X)]/2 = 1+% X za x<<Il iz enacb (112)in (113) sledi:

BED L, (Hk_)
2 2k

w,—o, _ K'o,

2 2k
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(112)

(113)
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Sestavljanje dveh pravokotnih nihanj

x=X,sin(eyt)  y=y,sin(w,t-5)

W =W,
5=0 s== s== 5:3_” o=r
4 2 4
@,
s="
0=0 4
@ 3|,
w, 2| g i
T
5=0 o=—
4
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9. Deformacija trdnih snovi

Mrezne tocke (vozlisa) v kristalni mrezi trdne snovi definirajo samo povprecno lego
posameznih atomov, ki sestavljajo kristal trdne snovi. Tako kot v plinu, tudi v kristalu atomi
ne mirujejo, ampak se termicno gibljejo okrog svoje ravnovesne lege. Amplitude odmika so
vecje pri vecji absolutni temperaturi T.

Sila med sosednjima atomoma trdne snovi v kristalni mrezi je odvisna od razdalje med njima.
Spodnja slika shematsko prikazuje potencialno energijo med dvema atomoma in ustrezno silo

F,=- p P . Celotna sila je sestavljena iz privlaénega in odbojnega dela. Privla¢na sila med
r

atomoma je lahko na primer Coulombska privla¢na sila med pozitivnim in negativnim
atomom, tako kot je to v kristalu NaCl.

Odbojna sila pa je posledica Pauli-jevega izklju¢itvenega nacela. Ko se dva atoma pribliZata,
gredo elektroni z enakimi kvantnimi $tevili na viSje energijske nivoje. Posledicno se med
priblizevanjem dveh atomov njuna energija veca, sila pa postane odbojna (glejte sliko 1).

w

p

Orwssan)

odbojna sila

privlacna sila

slika 1
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Pri majhnih odmikih od ravnovesne lege (|r—r0| mora biti zadosti majhen) lahko potencialno

energijo med atomoma v kristalni mrezi v okolici ravnovesne razdalje r, aproksimiramo s
parabolo (glejte Se str. 67) :

W :%k(r—ro)z—C, 1)

p

kjer je r razdalja med dvema sosednjima atomoma v kristalni mrezi (glejte sliko 1). Ustrezna
sila med atomoma v blizini ravnovesne razdalje je potem:

oW

Fo=- Grp :_k(r_ro) @)

Vidimo, da je v okolici ravnovesne razdalje med sosednjimi atomi sila med sosednjima
atomoma linearno odvisna od razdalje med njima, zato lahko atomske sile med sosednjimi
atomi kristalne mreze trdne snovi ponazorimo z vijaénimi vzmetmi, Ki povezujejo atome med
seboj (slika2).

slika 2

Potencialno energijo med dvema sosednjima atomoma v kristalni mrezi pa vzporedimo s
proznostno energijo vzmeti.

Model vijacnih vzmeti med atomi kristala pojasni tudi Hook-ov zakon. Ko namre¢ na
makroskopsko telo deluje zunanja sila, se telo deformira, ravnovesna (poprec¢na) razdalja med
sosednjimi atomi v kristalni mreZi (rp) pa Se zato spremeni na vrednost r. VV novem ravnovesju
se zato sile med atomi kristala spremenijo. Linearna sprememba sile med atomi (enacba (2))

F,=—k(r-n) (2)

na mikroskopskem nivoju se odraZa tudi na makroskopskem nivoju v linearni zvezi med
natezno (kompresijsko) silo F in podaljskom (skrckom) telesa AX :

o, =—=E— |, 3
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kjer je gng relativni podaljsek (skréek), ang natezna ali kompresijska napetost in S
X

povrsina preseka na katerega v pravokotni smeri deluje sila F. Sorazmernostni koeficient E
(Youngov modul) je sorazmeren mikroskopski konstanti k v enacbi (2). Enacbo (3) po
Newtonovem sodobniku Robertu Hooku imenujemo Hookov zakon.

A
A
Y

slika 3

Obmoc¢je veljavnosti Hookovega zakona

F
S . .
obmocje obmocje
proznosti plasti¢nosti
obmocje
sorazmernosti
(Hookov zakon)
l meja .
<Y > N meja natezne
proznosti .
trdnosti
meja
sorazmernosti
AX
X
slika 4

V nadaljevanju, poleg zgoraj opisane natezne (kompresijske) vzdolzne deformacije,
naStejemo Se nekatere druge karakteristicne deformacije za katere velja linearna zveza med
napetostjo in deformacijo.
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StriZzna deformacija

\m
B S > F
! /
| /
F | '
«— /-
slika 5a

V primeru strizne deformacije deluje sila F na zgornjo in spodnjo ploskev vzdolz ploskve, to
je v smeri pravokotno na normalo ploskve:

T=§=ng y (4)

kjer je 7 strizna napetost, G strizni modul, pomen deformacijskega kota 9 in povrsine S pa je
razviden iz zgornje slike.

Vsestransko stiskanje (razpenjanje)

S
F
S
S /
F F
slika 5b
AV F
v A5 | (5)

kjer je Ang sprememba tlaka, ki deluje na povrsino telesa, AV—V relativna sprememba

volumna in y stisljivost. Obratno vrednost stisljivosti " imenujemo stisljivostni modul.
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Torzija

r
re=ad = 9=¢p—
a

dS=2zrdr
dF
) (O
A ‘ ‘
\ \
\ \ ! \
a ! \ | \
\ \ ! \
= =
ST TN ST TN
v L/ \‘ ‘\/ \‘
- _ s «_ 7
slika 6
Torzija je poseben primer strizne deformacije (glejte sliko):
dF
— =G 3, 6
i (6)
kjer je dS=27zrdr, .9:(p£ in G strizni modul, od koder sledi:
a
dF r
~Go—, 7
2zrdr q)a "
oziroma:
dF :(Zﬂeerzdr. (8)
a

Izracunajmo navor dM s katerim deluje sila dF na cevasti izrez palice s polmerom r:

dM :rdF:[ZEG(DJrSdr 9
a

Celoten navor je potem:

M =[dm :T(z”Gg”jrSdr:(ij—A. (10)

a a 4

Vidimo torej, da je navor, ki je potreben za torzijski zasuk palice za kot ¢, sorazmeren kotu
zasuka:

[#=5g), @
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kjer je
~GR*

D= .

2a

Vrednosti elasti¢nih konstant za nekatere trdne snovi in kapljevine*:

(12)

E(Young-ov modul) [%}

© (it ol {mﬁ}

SNOV

aluminij 7.10% 2.5.10° 7-10°
jeklo 20-10% 8.4-10" 16-10"
voda - - 0.21-10"
steklo 7.10% 3.10% 5-10%
7ivo srebro - - 2.8-10"

" kapljevine se razlikujejo od trdne snovi po tem, da ne prenasajo striznih napetosti

Upogib nosilca

Poznavanje deformacij in napetosti pri upogibu nosilcev je zelo pomembno pri konstrukciji
strojev in zgradb. Ravni nosilci (preklade) na vhodih, vratih in oknih so izpostavljeni velikim
upogibnim napetostim, zato so ze v anti¢nih ¢asih preklado nadomestili z lokom (obokom):

|

%

%
R

staro rimski lok

gotski lok

tudorski lok

slika 7

L preklada v Mikenah (stara Gréija)

Pri Cistem upogibu nosilca obstaja tako imenovana nevtralna ravnina, ki pri upogibni
deformaciji ohrani svojo povrsino. Nad nevtralno ravnino se nosilec razteguje, pod nevtralno
ravnino pa je izpostavljen stiskanju. Pojav lahko opazujemo tudi pri upognjeni leskovi palici,
kjer se na notranji strani loka lubje naguba, na zunanji strani pa napne.

eoq"xl

o

¢ £

NEVTRALNA

RAVNINA

slika 8: Upogib palice.
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Kot primer v nadaljevanju analiziramo napetosti in deformacije v zelo lahkem nosilcu s
kroZznim presekom s polmerom a, Ki je na levem koncu vpet v steno, na desnem koncu nosilca
pa je z lahko Zico pritrjena svetilka z maso m (slika 9).

/,

nosilec

T

/

\
stena ( > —
svetilka
— ~
/LN
v mg

slika 9

Izhodisce koordinatnega sistema postavimo v srediS¢e. Sila teze svetilke Ifs =m{g upogiba
nosilec. Vpliv lastne teze nosilca na njegov upogib zanemarimo. Zaradi sile F, se nosilec
upogne v ravnini X, y izbranega koordinatnega sistema.

7 |
% > [,
Z. '

Slika 10

Zato se razli¢ni deli nosilca vzdolzZ osi y razli¢no raztegujejo. Znotraj nosilca obstaja na os y
pravokotna plast, ki se ne raztegne ali skr¢i. Kot smo Ze omenili jo imenujemo nevtralna plast
(ravnina). Vzdolz te ravnine (plasti) merimo od koordinate x odvisno ukrivljenost (glejte sliko
11):

Co=o (13)

kjer je R, krivinski radij nevtralne ravnine na mestu x. Nad nevtralno plastjo se elementi
vzdolzne plasti zaradi navora sile F, raztegnejo (ali skréijo), pod to plastjo pa se skréijo (ali

raztegnejo), odvisno pac od predznaka ukrivljenosti C (X) (glejte se sliko 11):
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s, Ry(x)-dJ ’ (14)
torej:
d
gszo(x)zc(x)-d, (15)

kjer je d razdalja obravnavanega elementa nosilca od nevtralne ravnine, ds, in ds dolzini

tega elementa pred oziroma po upogibu nosilca, pomen kotov$ in d$ pa je razviden iz
slike 11.

Vrednost d na sliki 11 je pozitivna, ¢e se ravnina nahaja pod nevtralno ravnino in negativna,
¢e se obravnavana ravnina nahaja nad nevtralno ravnino.

Pri upogibu nosilca pod vplivom sile F so od ni¢ razliéne tudi nekatere strizne deformacije,
ki pa jih bomo v tej fazi napetostne analize nosilca zanemarili. V nadaljnji analizi napetosti v
nosilcu bomo predpostavili, da Hookov zakon v obliki enacbe (3) velja tudi za posamezne
zelo tanke elemente vzdolznih plasti v nosilcu na izbrani razdalji d od referen¢ne plasti. Torej,
¢e vstavimo ¢, iz enacbe (15) v Hookov zakon o, =E ¢, dobimo:

o,=E&,=E-C(x)d, (16)

Kjer je d pozitiven za plasti, ki se pri upogibu raztegnejo in negativen za plasti, ki se pri
upogibu skrcijo.

R,>0

pozitivna ukrivljenost

R, <0

ravnina negativna ukrivljenost

slika 11: Zaradi upogiba nosilca se element nosilca z dolzino 0S, na razdalji d od nevtralne ravnine raztegne

na dolzino ds . Simbol R, oznacuje krivinski radij nevtralne ravnine v izbrani tocki, 6 pa je vertikalni odmik

izbrane tocke v nevtralni ravnini od stanja v katerem nosilec ni upognjen.
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V ravnovesju se morajo sile zaradi notranjih napetosti uravnovesiti z zunanjimi silami v
vsakem delu nosilca. Ker v smeri x-osi na nosilec ne deluje nobena sila, mora biti vsota vseh
sil zaradi notranjih napetosti po prerezu nosilca enaka nic:

[o,ds, =0, (17)

kjer je dS, infinitezimalni element povrSine preseka nosilca v ravnini y, z (glejte sliko 12):

a
X >
\ : )
dy
\dsxzzdy L
z=(a2—y2)5
Y
slika 12

Ce vstavimo izraz za &, iz enacbe (16) v enaébo (17) dobimo:

[EC(x)dds, =0, (18)

X

kjer integriramo po povrsini preseka nosilca v ravnini Y, Z .

Iz enacbe (18) pri izbrani vrednosti x-a sledi:

j dds,=0. (19)

X

Ob upostevanju definicije d-ja in definicije predznaka krivinskega radija Ry (glejte sliko 11),
tako iz enacbe (19) sledi:

d=vy, (20)

saj zaradi simetrije velja (glejte sliki 10 in 12)

IdeX:O, (21)

pri ¢emer se nevtralna ravnina ujema z X,z ravnino (glejte sliko 12), torej poteka po sredini
nosilca, kjer jey = 0.
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Elasti¢ne sile v pre¢nem prerezu nosilca s povr§ino S, povzro¢ajo navor, ki ima od ni¢
razlicno komponento samo v smeri z-osi. Navor elasti¢nih sil namre¢ nasprotuje zakrivljanju
nosilca zaradi navora sile K, ki ima tudi samo z-komponento razlicno od ni¢. Navor

elasti¢nih sil M skusa nosilec izravnati, zato ga imenujejo tudi upogibni navor elasti¢nih sil. S
pomocjo enacb (16) in (20) dobimo:

S

M (x)=[yo,ds,=[y(EC(x)y)dsS,=EC(x)I (22)

X

kjer smo upostevali enacbo (21), C(x) = konst. pri izbranem x-u ter

| = j y2ds, (23)

S

X

definirali kot upogibni vztrajnostni moment prereza nosilca s konstatnim presekom. Ker se
ukrivljenost nosilca vzdolz osi x spreminja, je tudi elastiéni upogibni navor funkcija
koordinate x. Precni presek nosilca ima obliko kroga z radijem a, katerega srediSce
pravokotno prebada x-os izbranega koordinatnega sistema (glejte Se sliki 10 in 12).

Torej:
24 T d Toafaz 2 id ra’
I = S, = = —y“)2dy="——. 24
S{y xfayzyjay(a y*)2dy=—, (24)
Ce iz enacbe (22) izrazeno ukrivljenost
M
c()="10, (25)

vstavimo v enacbo (16), ter upostevamo identiteto (20) dobimo:

G(ij )

I
Pois¢imo Se eksplicitni izraz za ukrivljenost C(x). S slike 11 je razvidno, da je
ds, =R, d 9, (27°)

od koder sledi:

1 as
Ry(x) ds,

(27)

Ker je z—5:tg 9 in (ds,)*=(dx)" +(ds)* , iz enatbe (27) sledi
X
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s
C(x)=-— (28)

(e ]

Dokaz relacije (28) (glejte Se sliko 11):

2 27 dsY 2
[ ] — 2: i
ds, =| (c)" +(d5)’ | dx{1+(dxj} (29a)
do do
* tg3=— = d(tgd)=d| —
J dx (t93) (dxj
2
12 = dézdx
cos” 4 dx
2
dz9=coszl9d(zdx
dx
2 2
gidx :fdx
g=-r__ - O% (29b)
1+t9°9 [dgj
1+ —
dx
Vizraz
dg
C(X)=——2
()==45

d’s
(28)

(29)

Ce kombiniramo enacbi (25) in (29) dobimo:
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d’s _ M(x) (30)

Iz enagbe (30) izrazen M, (X) vstavimo v enagbo (26). Tako dobimo:

31)

d?s
=—E )
Ix ydx2

Ker je elasti¢ni upogibni navor M funkcija koordinate X, se v prerezu nosilca poleg natezne
sile pojavi tudi rezultantna strizna sila V, saj mora biti v ravnovesju vsota navorov, ki delujejo
na izbran element nosilca dolzine dX, enak nic:

M (X)—M (x+dx)+V (x)dx=0, (32)
M(x)—[M (x)+dd—|::|dxj+v(x)dx:0, (32)
. y . dm
kjer smo upostevali M (X+dX)=M (X)+de .
M (x) M (x+dx)
[ 4 V (x)=V (x+dx)=V =konst.

dx x

slika 13
Tudi vsota vseh sil v smeri y osi mora biti enaka ni¢, torej
V = konst. (33)

1z enacbe (32) dobimo zvezo med V in M,

v M (34)
dx

S pomocjo enacb (30), (33) in (34) pa dobimo

d’s
V=-EI 35
e (35)
in
d‘s
El =0, 36
dx* (36)
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kjer smo upostevali (Z—V:O, ker je V konstanta. Diferencialno enacbo (36) reSujemo za primer
X

predstavljen na slikah 9 in 10. Enac¢bo (36) Stirikrat integriramo na obeh straneh enacaja:
El 6=, X’ +a, X’ +a; X+ a, , (37)

kjer so o, a,, o, In «, konstante, ki jih dolo¢imo iz robnih pogojev. 1z robnih pogojev pri
x=0:

do

5(x=0)=0, a(x:o)zo : (38)
sledi:
o,=a,=0 (39)

Iz robnega pogoja pri x=/,

-V (x=0)+F,=0, (40)
sledi:
F
d’s

Levi pritrjeni del nosilca prek prereza deluje na desni del z navorom M=-EI

dx?
(glejte enatbo (30)) in ga skuSa zavrteti navzgor. Sila F, pa ga Zeli zavrteti navzdol z

navorom ((—x)F,:

M (x) +(¢-x)F, =0. (42)

) 4

A
X

NNNNNNNNN

slika 14

2

V enacbo (42) vstavimo M (x)=—E | d 52
X

(glejte enacbo (30)) in dobimo:
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d’s
dx’
Vstavimo 5(X) iz enacbe (37) v enacbo (43):

-ElI

+(t-x)F,=0 (43)

S

—60{1X—20{2+(€—X) F =0, (44)
.. F . . .
za ¢, vstavimo izraz alz—gs (enacba (41)) in dobimo:

—2a,+F. (=0,

oziroma:

= (45)

Sedaj ko poznamo konstante ¢, «,, &, in ¢, lahko zapiSemo celotno resitev (enacba (37):

Rt F.(x
6 2

5(x):(

(46)

El

Od tod lahko izracunamo s pomocjo enacbe (30):
M (x)=F, (x-1() (47)

in s pomocjo enacbe (31):

o, (X):w’ (48)

. a’
kerel:” )
Jer) 4

NATEGOVANIE ?

STISKANJE

NNNNNNNNN

Slika 15: Natezne in kompresijske napetosti v petem nosilcu.
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